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Монография освещает современное состояние динамики рус-
ловых потоков. Рассматриваются вопросы турбулентного движе-
ния жидкости в открытых руслах, одномерные и пространствен-
ные задачи движения естественных потоков, вопросы гидравличе-
ского сопротивления русел, транспорт влекомых и взвешенных 
наносов, деформации русел и закономерности руслового процесса. 
Значительное внимание уделено методам расчета. 

Книга предназначена для гидрологов и гидротехников, аспи-
рантов и студентов старших курсов гидрологических и гидротех-
нических факультетов гидрометеорологических, воднотранспорт-
ных, строительных и гидромелиоративных институтов. 

The monograph elucidates the modern state of the dynamics 
of alluvial flows. There are considered problems of open channel 
flows turbulence, one-dimensional and spatial mean motion of 
water in natural channels, hydraulic resistance of movable beds, 
sediment transportation, variations of beds and some regularities 
of alluvial processes. 
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Посвящается 
Марии Владимировне 

Гришаниной 

Предисловие 
Динамика русловых потоков изучает движение воды в де-

формируемых открытых руслах. К таким руслам принадлежат 
русла всех естественных потоков и русла неукрепленных земля-
ных каналов. 

Занимаясь природными объектами и пользуясь при их изу-
чении методами механики жидкостей, динамика русловых пото-
ков стоит в одном ряду с такими науками, как океанология и 
динамическая метеорология. Сформировавшись в качестве са-
мостоятельной дисциплины значительно позднее этих наук, она, 
однако, успела полностью определить круг своих задач. К глав-
ным из них относится задача о движении воды в руслах слож-
ных пространственных форм, задача о гидравлическом сопро-
тивлении подвижного дна, задача о транспорте наносов и за-
дача э деформациях русел. Своим практическим значением она 
обязана главным образом последней задаче. Деформации ру-
сел оказывают сильное влияние на судоходные условия рек, 
пропускную способность каналов, работу разнообразных гидро-
технических сооружений, а часто и на судьбу сооружений про-
мышленного и гражданского характера, расположенных в при-
брежкой зоне. В связи с этим динамика русловых потоков служит 
в СССР и в ряде других стран ареной интенсивной иссле-
довательской работы. Число публикаций по ее вопросам в ми-
ровой журнальной литературе составляет 150—200 в год, соз-
далась и продолжает расти монографическая литература. 

Первое издание этой книги было выпущено в 1969 г. и сразу 
ж е р зошлось. При подготовке настоящего издания книга под-
верглась значительной переработке. Учтен ряд результатов, 
опубликованных после первого издания, произведена перегруп-
пировка глав и параграфов, добавлены введение и три новых 
параграфа по одномерному движению руслового потока. В связи 
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с уменьшением объема книги исключено несколько второсте-
пенных вопросов и изменен характер изложения — оно сделано 
более лаконичным, опущены детали некоторых выводов. Со-
хранена (при небольшом сокращении) первая глава книги, по-
священная общим законам движения вязкой несжимаемой жид-
кости. Входившие в нее в первом издании сведения по матема-
тическому аппарату гидродинамики вынесены в приложение. 
Так ж е как в первом издании, книга не имеет целью обзор ис-
следований. Ее цель состоит в систематическом изложении ос-
нов механики русловых потоков — тех теоретических и экспери-
ментальных результатов, которые, могут рассматриваться как 
отправные для дальнейшего прогресса науки. 



Введение 

в 
в по 

туац 
Ч 

Изменяемость твердых граничных поверхностей потока под 
механическим действием текущей жидкости, составляя специ-
фику объектов динамики русловых потоков, обусловливает и 
особый подход к их изучению. Поток неподвижное русло не мо-
гут изучаться раздельно, на них необходимо смотреть, как на 
две 1:асти единой физической системы. Взаимодействие этих ча-
стей осуществляется по принципу обратной связи: п о т о к а русло. 

Поток деформирует русло, деформации русла изменяют 
поля скоростей и давления в потоке. На входе в систему дей-
ствуют внешние факторы: колеблющийся жидкий сток, колеб-
лющейся сток внерусловых наносов, деятельность человека. 
На Еыходе мы имеем реакцию системы: колебания уровня, вы-
деление тепла, деформации русла. 

современную климатическую эпоху, во всяком случае 
:ледние несколько тысяч лет, колебания стока имеют ха-

рактер стационарного случайного процесса •— статистические ха-
рактеристики колебаний остаются неизменными. Такой ж е ха-
рактер у большинства рек, в особенности крупных, имеют 
в наше время и изменения русел. Стадия интенсивного эрози-
онного врезания ими пройдена и они находятся, по выраже-
нию Н. И. Маккавеева [87], в стадии «нормальной» эрозии. 
У рек в стадии нормальной эрозии зоны размыва и отложения 
наноюв в данный момент времени чередуются по длине русла. 
В данном поперечном сечении размыв и намыв дна циклически 
сменяют друг друга во времени. Каждые сто лет такая река 
.пропускает не только один и тот ж е объём воды, но и один и 
тот к е объем наносов и, если человек не вмешался в ее жизнь, 
она в течение ряда столетий сохраняет неизменными свой сред-
ний уклон и средние размеры русла. Реки в стадии нормальной 
эрозии статистически стабильны. За вычетом случайных флук-

-ш они находятся в состоянии динамического равновесия, 
тобы уяснить специфические свойства потоков с деформи-

руемым руслом, полезно проанализировать это состояние по-
дробнее. 

Рассмотрим простой случай. Пусть река образована слия-
нием нескольких притоков на высоте Z над уровнем моря и да-
лее до впадения в море остается бесприточной. Пусть, кроме 
того, долина ее заполнена сыпучим грунтом с , мало изменяю-
щимся ••ранулометрическим составом. Жидкий и твердый сток 
во входном створе, запас потенциальной энергии Z и грунт 
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ложа есть то, что Природа (предшествующая история бас-
сейна) дала этой реке и что река не может изменить. 

Какие ж е задачи надо решить реке, чтобы обеспечить себе 
статистически стабильное состояние? Прежде всего ей надо 
иметь русло, способное пропускать жидкий и твердый сток. Д л я 
пропуска твердого стока требуется, чтобы скорости течения 
были не ниже определенной величины, позволяющей поддержи-
вать внерусловые наносы во взвешенном состоянии. В силу по-
движности дна скорости течения не должны быть и больше 
определенного крайнего значения — той скорости, превышение 
которой вызовет массовое взвешивание донного материала и вы-
нос его в море. Таким образом, твердый сток с поверхности 
бассейна и подвижность дна обязывают реку соблюдать нера-
венства 

и х < и < и г , (В.1) 

где U — скорость течения; Ui и U2— предельные скорости. Ско-
рость U1 зависит от крупности частиц, смываемых с поверхно-
сти бассейна, а скорость Uz—от крупности частиц, слагающих 
дно. Д л я рек, получающих с поверхности бассейна илистые 
и глинистые частицы и имеющих песчаное дно, значения пре-
дельных скоростей примерно следующие:. £/i = 0,2-^0,7 м/с, 
U2 = 2,0-^2,5 м/с. 

Условием (В.1) определяется связь между размерами попе-
речных сечений реки и ее жидким стоком. Выдерживать это 
условие реке помогают законы сохранения жидкой и твердой 
компонент и существование прямой связи между расходом на-
носов и скоростью течения. Если вдоль какого-нибудь участка 
русла происходит возрастание скоростей и дно размывается, то 
вызванное размывом увеличение площадей живых сечений 
демпфирует процесс-—ведет к ослаблению роста скорости и за-
туханию размыва. При уменьшении скоростей вниз .по потоку 
и отложении наносов демпфирующим фактором служит сокра-
щение площадей живых сечений. 

Однако иметь определенный диапазон абсолютных значе-
ний скоростей для статистической стабильности русла недоста-
точно. Уравнение сохранения наносов и закон прямой связи ме-
жду расходом наносов и скоростью течения требуют, кроме 
того, чтобы скорость течения вдоль реки не изменялась моно-
тонно. Монотонное изменение (рост или падение) скорости по 
всей длине реки означало бы монотонное изменение расхода 
наносов и, как его следствие, монотонное изменение во времени 
поперечных сечений русла, т. е. нарушение его статистической 
стабильности. Скорости течения на приустьевом участке реки 
должны быть примерно такими же, как в истоке. Но это зна-
чит, что на своем пути до моря речной поток обязан диссипиро-
вать всю потенциальную энергию, которая ему дана, сделать 
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так, чтобы потери энергии на трение были равны начальному 
запасу энергии 

L 

О 

Z = J I f d l , (В.2) 

где / . — длина реки; If — местный градиент потерь. 
Ключевая задача реки состоит в том, чтобы обеспечить совме-

стное выполнение условий (В.1) и (В.2). Так как абсолютная 
темпе ратура 0 воды в реке практически постоянна (отклоняется 
от среднего значения 0 с р ~ 2 8 5 К не более чем на ± 4 % ) , то ра-
венство (В.2) с термодинамической точки зрения есть требова-
ние сохранения потоком постоянного уровня энтропии. Энтро-
пия, порожденная в единице массы воды на пути L 

L 

^ H r . j V ' = - f Z > (В-8) о 

должна быть вся выделена в окружающую среду. 
Если снять упрощающие условия бесприточности и неизмен-

ного состава грунта, задача реки окажется более сложной, но 
существо ее не изменится. Во всех случаях, для того чтобы 
остаЕаться статистически стабильной, река должна уметь гасить 
свою потенциальную энергию (сохранять постоянный уровень 
энтропии), не выходя- при этом за границы определенного диа-
пазона малых по абсолютной величине скоростей течения. 

Скорость порождения энтропии единицей массы воды со-
ставляет 

(В.4) 

гсюда видно, что условие малости скоростей течения при 
заданном уклоне свободной поверхности равносильно условию 
м а л о ! скорости порождения энтропии. Этот результат согла-
суется с постулатом Великанова [17] о минимальной скорости 
диссипации энергии и с постулатом JI. Леопольда и В. Ланг-
бейна [201] о минимальной скорости порождения энтропии 
в русловом потоке1 . Первое из неравенств (В.1) есть ограни-
чение, наложенное-На .этот минимум законами транспорта на-
носоь. 

Так как запас потенциальной энергии может варьировать 
в широких пределах, а физико-географические условия бассейнов 

1 Общую основу указанных постулатов можно видеть в экстремальном 
принципе, сформулированном И. Пригожиным [107]: стационарному состоя-
нию открытой диссипативной системы отвечает наименьшая скорость поро-
ждение энтропии. Так как система поток—русло стационарна лишь в сред-
н е м , ^ 5*~пртгменен«е- к ней этого принципа имеет приближенный характер. 
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разнообразны, то рекам .при решении их ключевой за-
дачи пришлось проявить большую изобретательность. Гидрав-
лическое сопротивление ровного;дна, сложенного из мелких об-
ломочных частиц, очень мало. Чтобы увеличить сопротивление 
дна, реки развивают на нем вторичную систему шероховато-
сти—донные волны, имеющие асимметричный профиль и обте-
каемые с отрывом струй. Этим- путем реке с песчаным дном 
удается увелнчить сопротивление русла .в 3—5 раз. - Однако 
этого оказывается мало и реки вынуждены прибегать к допол-
нительным, крупномасштабным средствам гашения энергии. Та-
кими средствами служат: увеличение длины русла, деление его 
на рукава и образование крупных-препятствий движению воды 
в самом русле. Увеличение'длины русла достигается приданием 
ему извилистой формы. В бассейнах с; крутыми склонами 'и 
глубокой врезкой русел извилистый вид придается долине реки. 
В сильно уположеинных равнинных бассейнах реки извиваются 
в~пределах своих широких пойм — меандрируют (рис. 1 а). Де-
лясь, река развивает сеть пойменных рукавов, активно рабо-
тающих при повышенном стоке, (рис. 1 б) . Крупные внутри-
русловые препятствия движению воды: формируются рекой или 
в форме-шахматной цепочки побочней (рис.: 1 в) , или в форме 
островов и осередков (рис. 1 г ) . Ч R.i L. : : : - : : . ; U 
.. / Разным- видам, русел отвечает -разная интенсивность транс-
порта русловых наносов. По И. В. Попову [106], наибольшие 
удельные расходы донных наносов наблюдаются на участках 
рек с русловой многорукавпостыо и с побочневым рельефом 
дна, наименьшие — у меандрирующих рек. В. В. Ромашин. [115] 
и В. И. Антроповский [5] показали, что в таком же направле-
нии убывают скорости течения.- Река, таким образом, стремится 
течь с наименьшей скоростью, достаточной для транспорта на-
носов. 

Так как дйижёнйё всех' открытых потоков с подвижным дном 
описывается одной и той ж е системой уравнений, то различая 
в поперечных размерах и форме русел могут обусловливаться 
только различиями' граничных условий. В процессе формирова-
ния -участка русла- основными: граничными условиями служат: 
жидкий и твердый сток во входном сечении, грунт дна и ши-
рина долины. Жидкий и твердый сток вместе с грунтом дна 
определяют поперечные размеры ' русла. Опираясь на обшир-
ный фактический материал, Б. Ф. Снищенко показал, что мор-
фология русла (вид используемых рекой . крупномасштабных 
средств, гашения энергии) определяется отношением D J B ши-
рины поймы (затопляемой части долины) к ширине русла. По-
следовательности видов русел (меандрирующих, с поймённой 
многорукавностью, побочневы.х, с русловой мНогорукавн'остью) 
отвечает монотонное, убывание отношения B J B , монотонное 
уменьшение извилистости русла и монотонный рост внутрирус-
ловых сопротивлений. . v > ; . - - : 



Сохранять достигнутое состояние равновесия реки' должны 
в. условиях переменного стока. Связанные с этим трудности 
они преодолевают путем регулирования шероховатости дна и 
циклического (сезонного) переотложения русловых наносов. 

Ф 

Рис. 1. Характерные участки естественных русел. 
• р . И р т ы ш , 880—1050 км , б — р. Д н е п р , 783—800 к м (до п о с т р о й к и К а н е в -

:кой Г Э С ) , в —р. В я т к а , 518—524 км , г — р. Б . С е в е р н а я Д в и н а , 323—330 к м . 

При возрастании, во время паводка, расходов воды и ско-
ростей течения донные волны перестраиваются. Происходит 
сильное увеличение их длин, а затем понижение высоты, в ре-
зультате чего сопротивление русла уменьшается. При очень 
больших паводочных расходах донные волны могут быть ме-
стами смыты и сопротивление дна становится минимальным. 
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С началом спада уровней и уменьшением расходов воды 
волновой рельеф дна быстро восстанавливается, обеспечивая 
рост руслового сопротивления. Поток в ходе паводка меняет 
сопротивление подвижного дна в сторону, обратную изменению 
скорости, добиваясь в итоге малой изменчивости уклона сво-
бодной поверхности. Способность руслового потока управлять 
шероховатостью своего дна выделяет его из всех течений, изве-
стных в Природе и технике. 

С большими паводочными расходами русловых наносов 
река справляется, аккумулируя наносы на перекатах. С перехо-
дом к межени отложившийся слой наносов начинает посте-
пенно срабатываться потоком. Этот ежегодно повторяющийся 
цикл переформирований составляет важное звено в обеспечении 
статистической стабильности русла, но к сожалению, затруд-
няет поддержание судоходных глубин. 

Таково в кратком описании поведение рек. Оно дает кар-
тину сложного, многостороннего природного процесса, органи-
зованность которого не имеет аналогов в неживой Природе. 
Речной поток и его русло представляют, возможно, наиболее 
совершенную из самоуправляющихся систем неорганического 
мира. 

Странным образом, несмотря на то, что человеческая циви-
лизация возникла и развивалась по берегам рек и реки как ис-
точники водоснабжения и транспортные пути всегда играли 
в жизни людей огромную роль, они сделались предметом спе-
циального изучения лишь недавно. Особенности поведения под-
вижных русел были впервые описаны в конце прошлого столе-
тия инженерами, занимавшимися улучшением судоходных рек 
(В. М. Лохтин, 1897 г.) и строительством оросительных каналов 
(Р. Кеннеди, 1895 г.). Первое крупное экспериментальное ис-
следование транспорта влекомых наносов относится к 1914 г. 
(Г. Гильберт), но широко развиваться такие исследования, 
а также исследования движения взвешенных наносов стали 
лишь в 30-х годах. В это ж е время Н. М. Вернадский и 
В. М. Маккавеев начали разрабатывать вопросы двумерного 
и трехмерного движения воды в естественных руслах. Стати-
стический подход к движению донных наносов был развит 
Г. Эйнштейном и М. А. Великановым к началу 50-х годов. Не-
много позже А. Н. Колмогоров и Г. И. Баренблатт построили 
теорию движения взвешенных наносов. Ставшее сейчас привыч-
ным деление речных русел на прямолинейные, извилистые и 
разветвленные было введено К- И. Россинским и И. А. Кузьми-
ным в 1947 г. Подробная классификация видов русел и типов 
руслового процесса была создана Н. Е. Кондратьевым и 
И. В. Поповым в начале 60-х годов. Возникновение в конце 
60-х годов математической теории устойчивости подвижного дна 
относится уже к современному этапу развития динамики русло-
вых потоков. 
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Возникнув на стыке гидродинамики, геоморфологии и гид-
рологии, динамика русловых потоков по своим методам и точ-
ности результатов остается пока неоднородной. В разделах, ка-
сающихся одномерного и двумерного движения воды в реках, 
дифференциальные уравнения гидродинамики позволяют полу-
чать результаты, точность которых близка к обычной точности 
решений в прикладной механике жидкостей. 

Теория движения взвешенных наносов есть, по существу, 
раздел теории турбулентности. Так как введение в поток твер-
дых частиц добавочно усложняет картину турбулентного дви-
жения, затруднения возникают еще на стадии составления 
дифференциальных уравнений. Решения приходится искать полу-
эмпирическими способами. Движение влекомых наносов пред-
ставляет собою область, где соображения размерности и подо-
бия сочетаются с методами теории вероятностей. Центральная 
задача теории движения наносов — определение расхода нано-
с о в — р е ш а е т с я пока с недостаточной точностью. Наконец, в тео-
рии руслового процесса математическими приемами постановки 
и реи 

Д 
от на 

ения задач завоевана пока лишь небольшая территория 
и большинство результатов имеет качественный характер. Столь 
пестрая картина есть следствие молодости науки и чрезвычай-
ной сложности ее предмета. 

льнейший прогресс динамики русловых потоков зависит 
гопления новых опытных данных и от успехов в матема-

тическом моделировании ее задач. 



Глава I 
Основы динамики вязкой 

несжимаемой жидкости 

1. Кинематика жидкости 

1.1 Частица жидкости. Системы координат. Линии тока 
и траектории 

Уравнения гидродинамики описывают движение частиц жид-
кости. Частица жидкости представляет собой материальную 
точку сплошной среды, мы приписываем ей конечную массу, но 
считаем не имеющей протяжения. Реальный объект, который 
стоит за этой абстракцией, есть объем жидкости, малый по 
сравнению с размерами области движения, но достаточно боль-
шой, для того чтобы его импульс не испытывал флуктуаций под 
влиянием хаотического движения молекул. Так как жидкости 
содержат в единице объема громадные количества молекул, то 
последнее требование не создает никаких осложнений в зада-
чах, которыми занимается гидродинамика 

При установлении дифференциальных соотношений между 
переменными гидродинамики в жидкости мысленно вырезают 
элементарный (бесконечно малый) объем. Это удобно потому, 
что разлагая какую-нибудь функцию координат в окрестности 
центра или полюса элементарного объема в ряд Тэйлора, мы 
в силу малости объема имеем право отбросить члены второго 
и высших порядков, т. е. считать, что функция координат ме-
няется поперек объема линейно. Форма элементарного объема 
выбирается в соответствии с характером решаемой задачи. 

Элементарный объем не следует смешивать с частицей жид-
кости. Из условий сплошности среды и непротяженности частиц 
вытекает, что их число в элементарном объеме бесконечно. 

Возможны два способа описания движения жидких частиц. 
По первому из них (Эйлера) мы регистрируем скорости и уско-
рения частиц, которые проходят через интересующие нас фик-

1 Поперечный размер молекулы воды равен 5 ,6 -Ю - 8 см. В одном грамме 
воды содержится 3,3-1022 молекул. 
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сировлнные точки пространства. По второму (Лагранжа) мы 
следи л за скоростями и ускорениями, а следовательно, и за по-
ложен ием в пространстве фиксированных частиц. Более удобен 
первый способ, который преимущественно и применяется в гид-
родинамике. 

Рис. 2. Рис. 3. 

Уравнения движения могут быть записаны в векторной или 
в координатной форме. В последнем случае обычно используется 
система прямоугольных, прямолинейных, декартовых коорди-
нат. В этой книге применяется правая система декартовых ко-
ординат и отвечающее ей правило об-
хода замкнутых контуров против часо-
вой стрелки (рис. 2). При записи об-
щих уравнений движения оси коорди-
нат обозначаются Xi, X2, хз, единичные 
векторы (орты) осей ei, е2, ез и ком-
поненты скорости vu V2, из- В частных 
случаях движения применяются более 
привычные для инженеров обозначе-
ния осей х, у, z, ортов еж, еу, ez и ком-
понент скорости и, v, до.-В уравнениях, 
записанных в векторной форме, поло-
жение точки определяется ее радиус-
вектором г (рис. 2) . Рис. 4. 

В некоторых задачах динамики 
русловых потоков приходится пользоваться системами криволи-
нейных координат — цилиндрической и натуральной. Цилиндри-
ческая система координат г, ф, г удобна для описания враща-
тельных движений жидкости (рис. 3) . Натуральной называется 
система координат, оси которой I, п, b в каждой точке области 
движения направлены по касательной, главной нормали и би-
нормали к линии тока (рис. 4) . Применение натуральных 
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координат в динамике русловых потоков вызвано сложностью 
и неправильностью форм естественных русел. 

Наглядное представление о движении жидкости можно по-
лучить с помощью линий тока и траекторий жидких частиц. Ли-
нии тока представляют собой векторные линии мгновенного поля 
скоростей: касательная к линии тока и вектор мгновенной ско-
рости в точке касания коллинеарны. Дифференциальные урав-
нения линий тока имеют вид 

dxx dx2 dx3 
vx{xx, x2. x3, t0) v2(xl, x2, x3, tB) v3(xu x2, x3, ' 

(1.1) 

где to — фиксированный момент времени. Совокупность линий 
тока данного поля скоростей называется спектром течения. По-
следовательная смена во времени спектров течения соответст-
вует эйлерову способу описания движения. 

Дифференциальные уравнения траекторий записываются 

dx\ dx2 dx3 ^. 
Vi{Xu х2, х3, t) v2(xu х2, х3, t) V3(Xi, х2, хг, t) 

11.2) 

Время, играющее в уравнениях линий тока роль параметра, 
входит в уравнения траекторий в виде независимой переменной. 
Если отмечать у отдельных точек траекторий соответствующие 
им моменты времени, мы получим совокупность данных лагран-
жева способа описания движения. 

При установившемся движении жидкости спектр течения ос-
тается неизменным и траектории совпадают с линиями тока. 
При неустановившемся движении совпадают только мгновен-
ные поля направлений линий тока и траекторий. Такие поля 
направлений (в виде множества коротких черточек) можно ви-
деть на фото- или кинокадрах турбулентного потока, в который 
введены какие-нибудь пассивные индикаторы (обычно шарики 
эмульсии). Один из наиболее простых и широко распространен-
ных способов изучения кинематики речных потоков состоит 
в наблюдениях за движением поверхностных поплавков. Так 
как пульсационные скорости на свободной поверхности малы, 
а поплавок имеет относительно большие размеры и массу, то 
можно считать, что его траектория приблизительно совпадает 
с линией тока осредненного движения. Однако это верно лишь 
на ограниченной длине пути поплавка, с течением времени тур-
булентные пульсации неминуемо отклонят поплавок от линии 
тока. Вблизи границ водоворотных зон, где интенсивность пуль-
саций велика, траектория поплавка и на небольшом ее отрезке 
может сильно отличаться от линий тока мгновенного и осред-
ненного движения. 
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1.2. Мгновенное состояние движения 
в элементарном объеме жидкости 

по ре 

Пусть нам дано поле скоростей v = v(r, to) потока жидкости 
в момент времени to. Фиксируем в пространстве некоторую 
точку Мо и примем ее за полюс бесконечно малого объема жид-
кости dV. Мгновенную скорость v(Mo, to) в точке Мо обозна-
чим to (рис. 5). Движение частиц жидкости в объеме dV отно-
сительно точки Мо в]зиду малости объема полностью опреде-
л я е т е взятой в этой точке производной —-— от поля скорости 

dr 
диус-вектору. Эта векторная производная по векторному 

Рис. 5. Поступатель-
ное, вращательное и 
деформационное дви-
ж 
рёстности фиксиро-
вгнной точки прост- . 
ранства в фиксиро-
ванный момент вре-

мени. 

аргум 
альни 
скаля 
ордин 

:ние жидкости в ок-

х, 

енту есть тензор второго ранга, называемый дифференци-
ш тензором скоростей. Его компонентами служат девять 
рных производных от трех компонент скорости по трем ко-
атным направлениям 

Свидетельством тензорной природы производной 

ляется то, что девять ее скалярных компонент представляют 
собой коэффициенты линейного преобразования дифференци-
ала радиус-вектора dr в дифференциал вектора скорости dv 

dvj dvt dvi 
dxi Ox 2 dx3 

dvi dv2 dv2 dv2 
dx j dxx dx2 dxs 

dv3 дуг dv3 
dxj dx2 dxs 

(1.3) 

dv 
dr 

яв-

dv,= 
()vi d x 
dx, axJ-
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Разлагая дифференциальный тензор скоростей на сим-
аг 

метричную и антисимметричную части, имеем 

_ . I * . , + . „ . 4 , 
dxj 2 \ дху dxi / ' 2 \ dxj дх, 

Три независимые компоненты антисимметричного тензора 
1 ( дщ dv2 \ 1 / dvi ' dv3 \ 

Ш1~~^~\дх2 дхГ)' W2~~~2~(~~dF3 ШГу' 
1 / дщ- dvi \ /1 г\ 

^ ^ - Ы г — д ^ ) ( L 5 > 

образуют вектор со, равный половине вектора ротации поля ско-
ростей и представляющий собой вектор мгновенной угловой ско-
рости элементарного объема dV относительно мгновенной оси, 
проходящей через полюс объема. Ротацию поля скоростей при-
нято называть вихрем скорости. Д л я вектора вихря удобно 
ввести специальное обозначение 

Q = rot v = 2 i o . (1.6) 
Если бы объем dV двигался как твердое тело, задав его по-

ступательную скорость vo и угловую скорость о , мы полностью 
определили бы мгновенное состояние его движения. Однако 
в жидкости, как и в любом другом деформируемом теле, дело 
обстоит сложнее—i помимо поступательного и относительного 
вращательного движения, частицы жидкости участвуют в отно-
сительном деформационном движении. С течением времени ме-
няются расстояния между частицами и составленные частицами 
углы. Это деформационное движение жидких частиц описы-
вается симметричной частью дифференциального тензора скоро-
стей. Ее называют тензором скоростей деформации. Матрица 
компонент тензора скоростей деформации имеет вид 

<5i/, I / dvi , dv2 \ 1 / -dvi i dv3 \ 
Л~ЗЗсГ ' ~дхГ) '~2~\дхГ~^~дхГ) д*! 2 

dv2 , dvi \ dv2 1 ( dv2 . dv3 1 / dv2 , dVi \ dv2 1 ( dv2 , 
2 V dxi dX2 J ()X2 2 \ дх3 "r 

1 / dv3 , dvt \ 1 / dv3 . dv2 N dv3 

2 \ dxi ' dx3 J 2 V dx2 dx3 J dx3 

dx2 

( 1 . 7 ) 
Элементы матрицы, расположенные на главной диагонали, 

представляют скорости относительного удлинения жидких ли-
ний, параллельных осям координат 1 . Три независимых недиа-
гональных элемента равны половинам скоростей перекашива-
ния плоских углов, образованных этими линиями. В системе 

1 Жидкой линией называется материальная линия, состоящая во все 
время движения из одних и тех же жидких частиц,. 
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координат, оси которой совпадают с главными осями тензора 
D, скорости перекашивания углов (скорости сдвига) равны 
нулю — существует только деформация вытягивания (укорачи-
вания) жидких линий по трем взаимно перпендикулярным на-
право ениям. 

Ргзложение мгновенной скорости жидких частиц, принад-
лежащих выделенному в жидкости бесконечно малому объему, 
на пс ступательную, общую с полюсом объема, вращательную 
вокруг мгновенной оси, проходящей через полюс, и деформаци-
оннун}) можно записать в следующей краткой форме: 

Cil 
N ходу 

что с 
точка 

CQ стицы 
С^ време 
CQ части 

свою 
а та 
рез у 
и име 

Чт 
учесть 
сложи 
и чер 
зится 

Та 

Be 
станц 

2 

v=v0+4- (Q X dv)-\-Ddr. (1.8) 

1.3. Ускорение частицы жидкости 

орость перемещающейся частицы жидкости меняется по 
движения в силу двух обстоятельств: 1) вследствие того, 
эстояние движения изменяется со временем во всех тех 
х пространства, через которые проходит путь данной ча-
; 2) вследствие того, что в любой фиксированный момент 
ни состояние движения переменно вдоль этого пути. Так, 
ца воды, движущаяся в реке во время паводка, изменяет 
скорость по причине роста или уменьшения расхода реки, 

е по причине того, что на своем пути она проходит че-
четки , различно ориентированные на земной поверхности 
ющие разные площади живых сечений, 
обы выразить это в аналитической форме, достаточно 

что вектор скорости движущейся жидкой частицы есть 
ая функция времени t, зависящая от t не только явно, но 

ез координаты xi, х2, х%. Полное ускорение частицы выра-
при этом следующим образом: 

кж 

dv dv dv dxi dv dx:•> dv dxa 
dt dt dxx dt dx2 dt dx3 dt (1.9) 

к как • dx i 
dt 

oi и т. д., то равенство (1.9) переписывается 

dv 
dt 

dv , dv 
ж+ъщ: 

dv 
dx2 

dv 
дх3 

Проектируя его на оси координат, получаем 
dvi dvi 
dt dt 

dvt 
dxj i, j=1, 2, 3. 

(1.10) 

(1.11) 

личина, стоящая, в левой части (1.10), называется суб 
юнальным, или индивидуальным, ускорением. Производная 
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- щ - выражает локальное ускорение, а сумма трех послед-
них членов правой части (1.10) —конвективное ускорение жид-
кой частицы. При установившемся движении локальное ускоре-
ние равно нулю и частица может испытывать ускорение лишь 
вследствие пространственной неоднородности поля скоростей. 

2. Уравнения динамики вязкой несжимаемой жидкости 

В основе зависимостей гидродинамики лежат три физиче-
ских закона: закон сохранения вещества, закон изменения им-
пульса и закон сохранения энергии. В задачах движения рус-
ловых потоков термодинамическая сторона процессов обычно 
несущественна и для решения большинства этих задач доста-
точно двух первых законов. -Мы будем, впрочем, пользоваться 
уравнением баланса механической энергии жидкости, в котором 
тепло, образующееся за счет вязкостного трения, фигурирует 
в виде потери механической энергии. Вытекая из уравнения из-
менения импульса и не составляя поэтому самостоятельного за-
кона, это уравнение позволяет, тем не менее, получить ряд по-
лезных результатов. 

Закон сохранения вещества выражается в гидродинамике 
уравнением неразрывности.. В случае несжимаемой жидкости 
вывод- уравнения неразрывности очень прост. Пусть S — замк-
нутая поверхность, ограничивающая, некоторый конечный объем 
жидкости V. В силу несжимаемости и однородности жидкости 
результирующий перенос массы через поверхность S всегда 
равняется нулю 

где р — плотность жидкости; п •— единичный вектор внешней 
нормали к поверхности 5 . Согласно теореме Гаусса—Остроград-
ского, 

• Подставив это равенство в предшествующее и приняв во 
внимание произвольность объема V, находим 

2.1. Физические основы гидродинамики. 
Уравнение неразрывности 

s 

(2.1) 
i 
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ФЬрмула (2.1) и представляет собой уравнение неразрывно-
сти дня несжимаемой жидкости. 

Если рассмотреть деформацию элементарного жидкого па-
раллелепипеда с ребрами, параллельными главным осям тензора 
скоростей деформации, нетрудно обнаружить, что величина 
div v имеет общий физический смысл скорости относительного 
объемного расширения жидкости. Д л я несжимаемой жидкости 
эта скорость равна нулю, для сжимаемой жидкости она опре-
деляет взятую с обратным знаком скорость относительного из-
менения плотности жидкости. 

Задача о движении жидкости существенно упрощается, 
движение допустимо считать плоским, т. е. не изменяю-

я вдоль одной из координатных осей. Обозначив плоскость 
ния (х, у), имеем при этом уравнение неразрывности 

когда 
щимс 
движ 
в вид 

Н 
чение 
ласти 
произ 

В 

дух | d v • 
дх ' ду 

у 
=0. (2.2) 

Взятое вместе с уравнением двумерных линий тока, уравне-
ние (2.2) показывает, что в плоскости движения существует 
функдия тока IJJ, определяемая соотношениями: 

(2-3> 

1 каждой линии тока функция я|) сохраняет постоянное зна-
Разность значений функции г|з в двух точках плоской об-
движения равна расходу жидкости, проходящему через 

вольную кривую, проведенную между этими точками. 

2.2. Силы, действующие в сплошной среде. 
Уравнения движения-в напряжениях 

сплошной среде действуют непрерывно распределенные 
объемные и поверхностные силы. К. объемным силам, действую-
щим в водной оболочке земного шара, относятся: сила притя-
жения Земли, силы притяжения Луны и Солнца и силы инерции, 
из которых для движения вод в океане наибольшее значе-
ние имеет кориолисова, а для движения речных вод —центро-
бежная сила инерции. Так как в дальнейшем нам часто при-
дется говорить о силах инерции, напомним сразу же, что отне-
сение сил инерции к «реальным» или «фиктивным» определяется 
выбором системы отсчета. В любой инерциальной системе, от-
носит гльно которой жидкость движется, силы инерции фиктив-
н ы — они появляются в расчетах как следствие введенного Да-
ламбсром формального приема сведения задач динамики к за-
дачам статики. В неинерциальной системе, а значит и в системе 
отсчета движущейся (ускоренно) вместе с жидкостью, силы 
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инерции реальны. Они создают ускорения и отличаются от дей-
ствующих на жидкость физических сил только тем, что они не 
подчиняются закону равенства действия противодействию. Сде-
лав это замечание, мы дальше не будем называть силы инер-
ции реальными или фиктивными, так как их характер в каждом 
конкретном вопросе ясен из контекста. 

Поверхностные силы, действующие на сплошное тело, могут 
быть внешними или внутренними. В механике сплошной среды 
главная роль принадлежит внутренним поверхностным силам, 
в которых проявляется взаимодействие отдельных частей тела. 

В уравнения движения вхо-
дят интенсивности объемных и 
поверхностных сил. Интенсив-
ность объемной силы в точке 
пространства, занятого сплош-
ной средой, равна пределу 

Y = lim AF 
AV (2.4) 

где А У — элементарный объем, 
стягиваемый в эту точку; AF — 
действующая на него сила. Ин-
тенсивность у образует вектор-
ное поле. 

Интенсивность поверхност-
ных сил называют напряжени-
ем. На проведенной в сплош-

ной среде и ориентированной путем выбора положительного на-
правления нормали поверхности 5 напряжения выражаются 
пределом 

Вис. 6. Вектор напряжения на эле-
ментарной площадке. 

т = lim ДР 
AS (2.5) 

где ДР—-поверхностная сила, распределенная на элементарной 
площадке AS. В точках обратной стороны поверхности прило-
жены напряжения — т, равные по модулю, но противоположные 
по направлению напряжениям г (рис. 6). Так как через каж-
дую точку пространства проходит бесконечное множество по-
верхностей, то в каждой точке области, занятой сплошной сре-
дой, может быть реализовано бесконечное множество векторов 
напряжения. Способ определения всего этого множества можно 
найти, введя систему декартовых координат Хг и рассмотрев 
равновесие сил, приложенных к элементарному тетраэдру с вер-
шиной в интересующей нас точке и с ребрами, параллельными 
осям координат (рис. 7) . Независимо от состояния движения 
среды, условие равновесия имеет вид линейной связи между 
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вектором t напряжения на косой грани тетраэдра и векторами 
тi на гранях, перпендикулярных осям Хг, 

где Ki 
К КОС(| 
распо. 
вектор 
разом 

рэффициенты равны направляющим косинусам нормали 
>й грани: а , = cos (п, е^). Из равенства (2.6) следует, что 
лагая в данной точке тройкой векторов т,, можно найти 

напряжения на площадке, ориентированной любым об-

(2.6) 

•Zj 

-х2 

Х1 
Рис. 7. Векторы напряжений на гранях эле-

ментарного тетраэдра. 

и повороте системы координат векторы напряжений тг 
эазуются по закону, аналогичному закону преобразова-

щ 
преоб 
ния скалярных компонент фиксированного вектора 

где a h — направляющие косинусы новых осей относительно ста-
рых. Отсюда следует, что совокупность трех векторов t i , тг, Та 
представляет тензор второго ранга. Этот тензор называется тен-
зором напряжений. Мы будем обозначать его Т. Проекции трех 
векторов хг на оси координат составляют девять скалярных 
компонент тензора Т, записываемых в виде матрицы 

Зд 
мента 

(2.7) 

^13 

х22 ^23 

4=31 т32 ^33 

есь первый индекс указывает направление нормали к эле-
)ной площадке, второй — направление компоненты вектора 
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напряжения на этой площадке. При i = j имеем три нор-
мальных напряжения, при i ф j — шесть касательных напря-
жений. Вырезав в сплошной среде элементарный параллелепи-
пед с гранями, параллельными координатным плоскостям, и при-
менив к нему уравнения моментов, можно доказать теорему 
взаимности касательных напряжений 

4 2 = = ^21, " с 1 3 = : ' с 3 1 , 'с23 = 1:32- (2.8) 

Таким образом, тензор напряжений симметричный, из щести 
его недиагональных компонент независимы три. В каждой точке 
пространства, занятого сплошной 
крайней мере одну систему трех 

средой, можно указать по 
взаимно перпендикулярных 

осей — главных осей тензо-
ра Т, таких, что на элемен-
тарных площадках, норма-
лями к которым служат эти 
оси, касательные напряже-
ния равны нулю. Действую-
щие на этих площадках 
нормальные напряжения на-
зываются главными напря-
жениями. 

Из симметричности тен-
зора напряжений следует, 
в частности, что в плоскос-
тях поперечных сечений от-
крытого равномерного пото-
ка действуют касательные 
напряжения, распределен-
ные по глубине потока точ-
но так же, как распреде-

лены по глубине касательные напряжения, действующие в плос-
костях, параллельных дну. Напряжения в плоскостях попереч-
ных сечений не выполняют, однако, работы и поэтому ими 
обычно не интересуются. 

Зная действующие в сплошной среде силы, легко написать 
уравнение изменения импульса для массы среды, заключенной 
в конечном объеме V (рис. 8) . Пусть р — плотность среды, v — 
векторное поле скоростей ее частиц, X — поле интенсивности 
объемных сил и т—(векторы напряжений на поверхности 5 вы-
деленного объема. Согласно второму закону Ньютона, имеем 

Рис. 8. К выводу уравнения изменения 
импульса материальной точки сплошной 

среды. 

A j pV dV=\X dV + J т dS. (2.9) 

Используя тензорный аналог теоремы Гаусса—Остроград-
ского, можем заменить поверхностный интеграл в правой части 
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(2.9) объемным, после чего, учтя неизменность массы в объеме 
V и произвольный выбор этого объема, получим 

УР :авнение (2.10) есть уравнение изменения импульса для 
частицы сплошной среды. Вектор div Т дивергенции тензора на-
пряжений представляет равнодействующую приложенных к ча-
стице поверхностных сил. Воспользовавшись выражением ди-
вергенции тензора через его векторные компоненты, можем 
преде 
торно 

гавить уравнение изменения импульса (2.10) в чисто век-
й форме . . , 

d V X - i * f - 0 . (2.11) 

Наконец, спроектировав члены этого уравнения на t-тую ось 
координат, учтя симметричность тензора Т и раскрыв обозна-
чение субстанциональной производной, будем иметь закон из-
менения импульса в координатной записи 

р -Щ- — X — div Г = 0 , (2.10) 

dt 

dt 1 ' dxj J 1 1 ^ dxj 

Уравнения (2.12) называют уравнениями движения в напря-
жениях или уравнениями Коши. При применении принципа -Да-
ламбера левые части уравнений (2.12) получают смысл отнесен1 

ных к. единице объема проекций силы инерции. 
Уравнения Коши (2.12) вместе с уравнением неразрывности 

(2.1) образуют незамкнутую систему: четыре уравнения содер-
ж а т девять неизвестных — т р и компоненты вектора скорости й 
шесть независимых компонент тензора напряжений. Д л я замы-
кание системы служат добавочные реологические уравнения., 
которыми устанавливаются соотношения между напряжениями, 
с одной стороны, и деформациями -или скоростями деформаций, 
с другой. 

2.3. Уравнения Навье—Стокса 

Е ф ш положить касательные напряжения в движущейся жид-
кости равными нулю, тензор напряжений станет, сферическим, 
таки»|1 ж е как в покоящейся жидкости 

—р 0 0 
0 —р 0 . (2.13) 
0 0 - р 

Знак минус перед диагональными компонентами указывает, 
что нормальные напряжения направлены внутрь выделенного 
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элементарного объема, т. е. представляют давление. Подставив 
выражение хц по (2.13), в уравнения Коши (2.12), получим си-
стему уравнений движения идеальной жидкости Леонарда Эй-
лера . 

При движении вязкой (реальной) жидкости в ней обнаружи-
ваются нормальные и касательные напряжения, вызванные дей-
ствием молекулярных сил. Ньютон дал этому общему свойству 
реальных жидкостей негативное определение, назвав его «недо-
статком скользкости». Действующие в данной точке напряже-
ния молекулярной вязкости, как и любые другие напряжения 
сплошной среды, образуют симметричный тензор второго ранга. 
Мы обозначим его через Г(г,) а компоненты через 

Согласно обобщенной гипотезе Ньютона, тензор вязких на-
пряжений в несжимаемой жидкости является линейной одно-
родной функцией тензора скоростей деформации 

T i v ) = 2pD (2.14а) 

или 

где fx динамический (абсолютный) коэффициент вязкости. 
Как известно, вязкость капельных жидкостей связана обрат-

ной зависимостью с температурой. При колебаниях темпера-
туры воды в реках от 0 до 25°С динамический коэффициент 
вязкости меняется соответственно от 0,179 до 0,089 Н • с/м2, 
т. е. почти в два раза. Зависимость вязкости воды от давления 
в задачах, которыми мы будем заниматься, несущественна. 
В расчетах обычно пользуются кинематическим коэффициентом 

вязкости v = — и м е ю щ и м размерность Ь 2Т~\ . 

Формула (2.146) показывает, что нормальные напряжения 
молекулярной вязкости могут иметь оба знака: если движение 

жидкости вдоль данной оси ускоряется ^ > о ) . напряже-

ние является растягивающим, если движение замедляется 

( - | £ - < О ) , напряжение становится сжимающим. 

Полная величина напряжений в реальной жидкости пред-
ставляет сумму вязких напряжений и гидродинамического дав-
ления. Используя обозначение тензорной единицы, напишем эту 
сумму в виде 

( М б ) 
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riq 
наем 

В 

где v s 

Как- видно из уравнений .Коши,: проекции главного вектора 
поверхностных сил,. приложенных к частице жидкости, опре-
деляются суMМаМИ " - , ' Г.. ; • 

'•: ' - у d i j j - • • . : • • • • . 

] 1 

Псдставляя в эти суммы величины тц по формуле (2.15), 
получаем . .. . . • . . . 

• у dxij __ др - у d*vt • д у d v j 
^ дх, ~~ dXi М дх2. TP1 dXi , JU- дх, • j J l J OXj j J 

•Вследствие несжимаемости Жидкости последний член пра-
вой части равен нулю. Используя для записи второго члена 
обознучение оператора Лапласа, будем иметь 

" ^ ^ H f e W <2Л6> 
дставляя это выражение в уравнения Коши (2.12) , полу-
равнения Навье—<Стокса . .,.. . 

векторной форме уравнения Навье:—Стокса записываются 

p - j f = X - grad р --и A v. (2.18) 

Уравнения Навье-—Стокса представляют наиболее общий вид 
уравнгний движения вязкой жидкости. Справедливость этих 
уравнений (т. е. справедливость лежащей в их основе- обобщен-
ной гипотезы Ньютона) подтверждена широким рядом экспе-
риментальных данных, относящихся к разнообразным случаям 
движения. 

Три уравнения (2.17) и уравнение неразрывности (2.1) со-
держат четыре неизвестных: три компоненты скорости и давле-
ние. Таким образом, система (2.17), (2.1) замкнутая. Вследст-
вие нелинейности уравнений (2.17) их интегрирование сопря-
жено с большими трудностями и точные решения этой системы 
получгны только для. немногих простейших случаев движения. 

Д,/:я получения частных решений системы уравнений движе-
ния внзкой жидкости необходимо задавать начальные и гранич-
ные условия. Граничное условие на твердой границе для вяз-
кой жидкости сводится к условию прилипания 

v - v , = 0 , (2:19) 

-— вектор скорости твердой границы. 

2 5 



Таким образом, частицы воды, непосредственно прилегаю-
щие к стенке набережной, остаются в покое, частицы воды, 
непосредственно прилегающие к обшивке корпуса судна, дви-
жутся вместе с судном. Проведя на неподвижной твердой по-
верхности замкнутый контур- L и записав для площадки, огра-
ниченной этим контуром, теорему Стокса, будем иметь в со-
ответствии с условием прилипания (2.19) 

^ (rot v • n ) d S = ( j ) (V • a ) d L = О, 

откуда на твердой границе 

rot v • п 0. (2.20) 

Это значит, что вектор вихря вязкой жидкости может быть 
направлен на твердой границе только по касательной к этой 
границе. Указанное следствие условия прилипания важно для 
понимания структуры дискретных вихрей в вязкой жидкости. 

Граничные условия на свободной поверхности могут быть 
представлены в виде 

v • n — vw • п = 0 , (2.21) 

p ( h ) ~ p ^ Q . (2.22) 

Согласно условию (2.21), проекция скорости жидкости на 
нормаль к свободной поверхности совпадает с такой же проек-
цией скорости v№ движения самой свободной поверхности. Со-
гласно условию (2.22), давление р (Я) на свободной поверхно-
сти равно атмосферному давлению р&. При рассмотрении боль-
ших водных пространств необходимо считаться с изменением 
атмосферного давления по этому пространству (например, в за-
даче о сейшах). В обычных же случаях считают p(h) —Ра.= 
— const.- . 

2.4. Безразмерная запись уравнений движения. 
Критерии подобия 

Установим некоторые масштабы (характерные величины) 
длин /о, времени to, скоростей vo и давлений ро. Используя эти 
масштабы, а также физические параметры жидкости р и р, вы-
разим элементы движения и пространственно-временные коор-
динаты, фигурирующие в уравнениях (2.17) в безразмерном 
виде. Записывая .в безразмерном виде интенсивность объемных 
сил, будем считать, что объемной силой, влияющей на движе-
ние жидкости, является сила тяжести, характеризуемая векто-
ром гравитационного ускорения g. В результате члены урав-
нений (2.17) перепишутся в виде произведений безразмерных 
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сил н 
разме 

f 

Пр 
мени 
ема CI 

Чт 
мерно 
ных. 
которс 
ускоре: 
щеизв 

соответствующие комбинации масштабов. Отмечая без-
эные величины тильдой, будем иметь 

Бе? 
х а р а к 
кой нё 
НИИ ус 
терий 

в ура^ 
выбор 
= con 

служи 
теченк 
/о и V| 
лами 
велич! 
р ыв а 
функц 

Чи 

вырая 
териеь 
стью. 

v0 dvt 
•Р-

j дх; 
Ро др 

р-З-д®!. 
dt " '« i ' дх; dxi 

едставленные здесь комбинации масштабов длины, вре-
i т. д. являются Масштабами отнесенных к единице объ-
л инерции, тяжести, давления и вязкости, 

эбы получить уравнения движения в полностью безраз-
м виде, надо принять одну из сил за масштаб всех осталь-
Удобно воспользоваться с этой целью выражением, 
е стоит множителем при безразмерном конвективном 
нии. Д е л я все члены уравнений на pv2

Q/lo и пользуясь об-
естными обозначениями для отношений сил, получаем 

dvi , -v ~ dvi 1 у „ dp , 1 
-2J Vj- — Sh-

dt dx i Fr X , — Eu Re At!;. (2.23)-
j дх^ 

размерные величины Sh, Fr, Eu и Re представляют собой 
еристические числа' или критерии подобия движений вяз-
сжимаемой жидкости. Роль этих критериев в установле-
ловий подобия неодинакова. Так, легко показать, что кри-
Эйлера 

Ро Еи= 
Р»О 

не является определяющим. Действительно, давление входит 
^нения движения только под знаком производной и значит 

характерного давления р0 произволен. Положив ро = 
t pwfl

2, - получим Eu = const. Число Струхала 

Sh- la 
V0t0 

критерием кинематического подобия неустановившихся 
й. Если характерное время to представляет, так ж е как 

задаваемую величину, число Струхала, наравне с чис-
"г и Де, есть определяющий критерий. Если to — искомая 
на (например, наблюдаемый в экспериментах период от-

вихрей от обтекаемой водой сваи), число Струхала есть 
ия определяющих критериев 

S h = f c t (Fr, Re). 
:ло Фруда 

Fr= 
gl о 

ает отношение сил инерции к силе тяжести и служит кри-
динамического подобия течений со свободной поверхно-

Д л я русловых потоков в качестве масштабов скорости 

2 7 



и длины берут обычно среднюю скорость и среднюю глубину 
потока 

и со ' В ' 

где Q — расход воды; со — п л о щ а д ь поперечного сечения потока; 
В — ширина сечения по зеркалу воды. Записанное в этих мас-
штабах число Фруда 

U2 

Fr= 
gn 

представляет собой квадрат отношения средней скорости тече-
ния к скорости распространения малых возмущений свободной 
поверхности жидкости с = У ^ Я . Скорость с кратко называют 
волновой. Иногда пользуются отношением средней скорости 
к волновой в первой степени 

U __ U 
с " VW ' 

называя его также числом Фруда. Потоки с числами Fr < 1 
принадлежат к категории спокойных, потоки с числами Fr > 1— 
к категории бурных. За исключением отдельных участков гор-
ных рек, все естественные потоки относятся к категории спокой-
ных. Д л я больших равнинных рек характерны значения числа 
Фруда порядка Ю -2 . 

В динамике русловых потоков более существенна, однако, 
предложенная Б. А. Бахметевым [9] энергетическая трактовка 
числа Фруда. Она основана на том, что взяв за масштаб длин 
максимальную глубину (наполнение) сечения, соответствующее 
число Фруда можно представить в виде удвоенного отношения 
кинетической слагаемой удельной энергии сечения к ее потенци-
альной слагаемой 

Fr = - ^ = 2 
К ghuZKC '2g «макс 

Число FrK Бахметев называет «коэффициентом кинетично-
сти». В потоках с числами FrK < 1 удельная энергия сечения 
с повышением уровня увеличивается, в потоках с числами 
FrK > 1—уменьшается . Поскольку среднюю глубину живого 
сечения можно рассматривать как удельную потенциальную 
энергию потока, определенную относительно плоскости среднего 
дна, то трактовка числа Фруда как меры отношения кинетиче-
ской энергии потока к его потенциальной энергии распростра-
няется и на число Fr. В руслах широкого прямоугольного сече-
ния числа Fr и FrK совпадают. 

2 8 



Чцсло Рейнольдса 
vjo v0l0 

выражает отношение сил инерции к силам вязкости. Когда это 
•отношение невелико, т. е. при числах Рейнольдса, меньших 
нижнего критического значения этого числа: R e < R e c r i , 
движение вязкой жидкости устойчиво (ламинарное). При 
Re>f!eCr i устойчивость движения может нарушиться и дви-
жение станет турбулентным. Д л я открытого потока в лотке 
прямоугольного сечения при отношениях ширины к глубине 

h 

R = -

ческо 
гих 4 
сколь 
трубе 

= R 

7, взяв за масштаб длин гидравлический радиус сечения 

— = р ^ о , , А. П. Зегжда [56] получил нижнее крити-
X п+2п 
z значение числа Рейнольдса, равное 900—1000. При дру-
ормах поперечного сечения это значение может быть не-
ко другим. Напомним, что для напорного потока в круглой 
нижнее критическое значение числа Рейнольдса при U — 

го 

будеь 

R e = p -

составляет 500—600. 2 
Естественные потоки характеризуются очень большими чис-

лами Рейнольдса — порядка 105—107. Так как, к тому же, они 
имеют шероховатые русла, то они, как правило, автомодельны 
по чкслу Рейнольдса — потери энергии на трение не зависят 
у ню: от вязкости воды. Исключения из этого правила могут 
встретиться лишь среди малых водотоков с медленным тече-
нием. 

2.5. Диссипация механической энергии 

Умножим скалярно все члены уравнения движения сплошной 
средь: (2.11) на произведение vdV, где dV—< дифференциал 
движущегося объема среды. Принимая во внимание, что 

dt ~ 2 dt K ' 2 dt 

иметь 

и после интегрирования по некоторому движущемуся конеч-
ному объему V 

^ J 4 - P j ( v • X ) d V + j v . 2 - £ r d V . (2.24) 
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Полученное уравнение представляет собой уравнение сохра-
нения энергии (уравнение живых сил) для массы среды, заклю-
ченной в объеме V. Левая часть уравнения (2.24) есть скорость 
изменения кинетической энергии этой массы. Первый член пра-
вой части представляет мощность объемных сил, второй член — 
мощность внешних и внутренних поверхностных сил, приложен-
ных к выделенному объему среды. 

Наше, понимание работы поверхностных сил станет более 
полным, если мы составим отдельные выражения для мощно-
стей внешних и внутренних поверхностных сил. Мощность по-
верхностных сил, приложенных к поверхности S, ограничиваю-
щей объем V, равна J ( v - t ) cfS. 

s 
Выражая вектор напряжения на площадке dS через вектор-

ные компоненты тензора напряжений по формуле (2.6) и при-
меняя теорему Гаусса—Остроградского, получаем 

S S i V i ' 

Мощность поверхностных сил, действующих внутри объема 
V, определится как разность полной мощнрсти поверхностных 
сил и мощности внешних поверхностных сил 

J v • 2 

Обозначая кинетическую энергию массы среды, заключен-
ной в объеме V, через Ек и принимая следующие обозначения 
для удельных мощностей: 

объемных сил 
(v • X)^NV, 

внешних поверхностных сил 

i 

и внутренних поверхностны* сил 

перепишем уравнение сохранения энергии (2.24) в виде 

]MvdV+ \NsdV-\<$>dV. (2.25) 
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Теперь положим, что наша среда есть вязкая несжимаемая 
жидкость. Представив удельную мощность Ф внутренних по-
верхностных сил в компонентах векторов tf и v 

dvi 

замен 
еле п 
лучим 

им величины Tif их выражениями по формуле (2.15). По-
ростых преобразований, учтя несжимаемость жидкости, по-

или к 

ных 
инвар 
ния, 
зульт 
зичес 
внутр 

B P 

п 

.г ох' i j 'ч-дх i 

Ф = , 

+ (-Йг+-Йг)2 + ( 

dvi 
дх. дх, J Т 

dv3 

ратко 

дх3 

i J 

дх2 
(2.26а) 

(2.266) 

Э-:о значит, что удельная мощность внутренних поверхност-
:ил Ф есть линейная однородная функция квадратичного 
ианта тензора скоростей деформации. Величина давле-
входящая в формулу (2.15), выпала из полученного ре-
ата вследствие соблюдения условия несжимаемости. Фи-
ки это представляется очевидным: работа сил давления 
и объема несжимаемой жидкости должна равняться нулю, 
орой, более глубокий вывод можно сделать, заметив, что 

в неоднородном поле скоростей величина Ф существенно поло-
жительна: Ф > 0. Так как интеграл от Ф по объему V входит 
в правую часть уравнения энергии (2.25) со знаком минус, то 
этот интеграл определяет скорость потери механической энер-
гии или, как обычно говорят, скорость диссипации механиче-
ской энергии. Работа внутренних сил вязкости, с механической 
точки зрения, полностью теряется, она вся переходит в энер-
гию молекулярного движения — в тепло. Поэтому величина Ф 
KOCH'1 название диссипативной функции. 

Е;ли объемной силой является сила тяжести, можно ввести 
потенциал G векторного поля X, т. е. положить 

dG 
dxt ' (2.27) 

ри этом 

v • Х = 2 г ' dG dxs дО dG 
1 дх i dt dxi at 
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Так кйк потенциал. G, взятый с обратным знаком, представ-
ляет шотенциальную энергию единицы объема жидкости, будем 
иметь I 

j f NvdV = j (v - X) dV= f Щ-dV= - ^ f - , (2.28) 

i v v 

где EA — потенциальная энергия жидкости, заключенной в объ-
еме V-Л Подставляя выражение (2:28) в (2.25), получаем 

' d{EK + Ep) _ ^ f Ф Я 1 / (2.29) 
dt у у 

Та^им образом, механическая энергия несжимаемой жидко-
сти, заключенной в конечном объеме V, меняется в результате 
работ^1 сил давления и вязкости, приложенных к поверхности 
этого/объема, й в результате происходящего внутри объема V 
перехода механической энергии в тепло. 



Глава II 
Турбулентность 

3. Уравнения турбулентного движения 

3.1. Свойства турбулентного движения 

Турбулентный режим движения воды оказывает решающее 
влияние на рассеяние энергии и транспорт наносов в реках и 
каналах. Поэтому теория турбулентности представляет основу 
дина мики русловых потоков. 

Развитое турбулентное движение, какое мы наблюдаем в ре-
ках и каналах, есть движение вязкой жидкости со следующими 
свойствами: 

1) скорости всех жидких частиц имеют трехмерную случай-
ную составляющую; 

2) если граничные условия движения не изменяются, все 
статистические характеристики его стационарны; 

3) каждая жидкая частица одновременно участвует в дви-
жениях разных масштабов; 

4) масштабы движений (линейные, временные и т. д.) обра-
зуют плотные последовательности. 

Это определение требует некоторых пояснений. Хаотический 
характер перемещения жидких частиц представляет наиболее 
легко обнаруживаемую особенность турбулентных течений. Бес-
порядочное движение частиц приводит к перемешиванию жид-
ко ст 
сирс 

и и создает явление пульсации скорости и давления в фик-
ванных точках пространства. Если граничные условия те-

чения (например, расход воды во входном сечении открытого 
потека или состояние поверхности его дна) не меняются со вре-
менем, то колебания скорости и давления в каждой точке со-
вершаются около устойчивых средних значений. Столь же 
устойчивы и остальные статистические характеристики колеба-
ний, такие, например, как моменты корреляции между пульса-
циями в двух фиксированных точках пространства или в дан-
ной точке через фиксированный интервал времени. Если гра-
ничные условия меняются со временем, то эволюционируют и 
все статистические характеристики течения. 
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Первые два из указанных свойств турбулентности роднят 
картину турбулентного движения с картиной «молекулярного 
хаоса», изучаемой в кинетической теории газов. Свойство мно-
гомасштабности, о котором говорится в двух последних пунктах 
нашего определения, имеет специфический характер, именно это 
свойство делает турбулентное движение жидкостей отличным от 
всех остальных видов механического движения. Линейные мас-
штабы турбулентных движений меняются в широком диапа-
зоне— от масштабов характерного поперечного размера самого 
потока до весьма малых масштабов, характерных для явлений 
перехода механической энергии в тепло. В широком диапазоне 
меняются временные масштабы движений (т. е. периоды коле-
баний), а значит и масштабы скоростей. Когда мы называем 
последовательность масштабов плотной, это значит, что при на-
личии движений с масштабами h и l 2 > h в данном, полностью 
развитом турбулентном течении возможны также движения 
с любым масштабом из интервала U < / < к-

Турбулентные течения в реках и каналах, а также в трубах 
и в пограничном слое обтекаемых жидкостью тел неоднородны 
и анизотропны, их характеристики меняются от точки к точке 
и в каждой точке зависят от направления. Однако, если обра-
титься к мелкомасштабным турбулентным движениям, то, как 
показал А. Н. Колмогоров [74], при очень больших числах Рей-
нольдса они оказываются однородными, изотропными и стати-
стически стационарными независимо от того, каков характер 
крупномасштабных движений. Мелкомасштабная турбулент-
ность этого вида получила название локально-изотропной. Тео-
рия Колмогорова позволила получить ряд важных результатов 
относительно свойств мелкомасштабной турбулентности и ока-
залась в хорошем согласии с опытными данными. 

Случайный характер турбулентных пульсаций предопреде-
ляет статистический подход к их изучению. Поэтому в механике 
турбулентных потоков методы динамики вязкой жидкости соче-
таются с методами теории вероятностей, или точнее, с мето-
дами теории случайных функций. Согласно представлениям тео-
рии случайных функций, непрерывно идущая смена мгновенных 
полей скорости и давления турбулентно движущейся жидкости 
есть случайный процесс, для статистического описания которого 
необходимо исследование совокупности его реализаций, т. е. 
полей скорости и давл'ения ряда течений с одними и теми ж е на-
чальными и граничными условиями. Практическая неосуществи-
мость такого способа исследования очевидна. Поэтому, имея 
дело со стационарными случайными процессами, исследование 
совокупности реализаций заменяют исследованием одной до-
статочно длинной реализации. Если результаты статистического 
исследования одной достаточно длинной реализации совпадают 
с результатами статистического исследования большой совокуп-
ности реализаций, говорят, что данный случайный процесс об-
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ет эргодическим свойством. Эргодичность некоторых слу-
ых процессов может быть доказана математически. Суще-

ствование эргодического свойства у турбулентных течений пред-
ставляет собой общепринятую гипотезу. Эргодическая гипотеза 

эляет использовать для исследования турбулентных тече-
временное, пространственное и смешанное (пространствен-

но-временное) осреднение. 
Операция временного осреднения случайной функции коор-

динат пространства и времени выражается формулой 

7 ( * ь х2, х3, J f ( x 1, * 2 , х3, (3.1) 
0 > - Т п 

Величина Т 0 называется периодом осреднения. Период То 
должен быть велик по сравнению с наибольшим периодом слу-
чайных колебаний функции f и мал по сравнению с наименьшим 
периодом возможных неслучайных изменений этой функции. 

При выполнении операций осреднения (статистического по 
совокупности реализаций и пространственно-временного) руко-
водствуются следующими правилами, сформулированными 
О. Рейнольдсом. В приводимых ниже формулах f и g — случай-
ные функции, а — постоянная, черта сверху означает символ 
осреднения: 

/ + £ = / + * , (1) 

^ f = a f , (II) 

7g=7g. (ПО 

dxt дх^ J ' dt dt J' y v' 

Положив в правиле (III) g — 1, получим f = f , а отсюда, 
обозначая f — f = f и учитывая правило (1), находим f — 

—f — f — 0-

3.2. Уравнения Рейнольдса 

Исходная идея Рейнольдса в его основополагающей работе 
[222] состояла в разложении мгновенной-скорости жидкости и 
мгновенного давления на осредненную и пульсационную слага-
емые: 

- 7 / (3-2) 
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Перенеся представленные в таком виде скорости и давление 
в уравнения Навье—Стокса и уравнение неразрывности и про-
изведя над всеми членами этих уравнений операцию осредне-
ния, получаем уравнения осредненного турбулентного движе-
ния, известные под названием уравнений Рейнольдса. 

Покажем, как выполняется осреднение нелинейных членов 
уравнений Навье—Стокса. Используя условие несжимаемости, 
предварительно сделаем следующее преобразование: 

V , , V dViVi у dvi 
AivJ дх, ^ дх, дх, ^ дх, • 

j 1 i > i 1 J 1 

Подставляя в это выражение компоненты скорости по (3.2) 
и осредняя, находим 1 

у дщу] __ -у д \(vi + v\) (Vj + v))) _ у д VjVj -у ду\у) __ 
Zi дх, ~~А дх, ~~А дх, "Г"А дх, ~~ 
J 1 1 1 1 1 1 ' 

j ' з 1 ] ' 

Осреднение остальных членов уравнений Навье—Стокса и 
линейного уравнения неразрывности выполняется без труда. 
Из осредненного уравнения неразрывности следует, что в не-

V dv, 
сжимаемои жидкости сумма 2 j — Q-

j J 

В результате система уравнений Рейнольдса получает вид: 

i 

Вследствие нелинейности уравнений Навье—Стокса в осред-
ненных уравнениях движения появились дополнительные члены, 
содержащие осредненные произведения пульсационных слагае-
мых скорости. Физически величины вида — п р е д с т а в л я ю т 
добавочные напряжения, обусловленные переносом импульса 
пульсациями. Чтобы убедиться, что это действительно так, возь-
мем в области турбулентного движения элементарную пло-
щадку, нормаль к которой совпадает по направлению с одной 
из координатных осей, например х3 (рис. 9). Пульсационное 
движение переносит через площадку dS3 массы жидкости, об-
ладающие определенными мгновенными скоростями и, следо-
вательно, создает поток импульса через эту площадку. В сред-
нем за единицу времени компонента импульса по оси xi пере-
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носится в количестве pv'p'gLSs, а компоненты .импульса по осям 

x2.i; х3 в количествах соответственно . pv'9v^dS3 и pu"dSg. Деля, 
на dSз, получаем плотности потока импульса, которые будучи 

с обратным знаком, составляют компоненты силы реакции 
—Г—Г —г 7~ 7Т 

гнице площади, т. е. напряжения —р^^з , —PV2V3 и — p v 3 . 

Хт 
О) 

dS 

x f 

ное 

•хг 

Х1 
Рис. 9. Турбулентные напряжения как взятые с обратным знаком плотности 

потока импульса. 
и п о н е н т ы п у л ь с а ц и о н н о й с к о р о с т и , б — к о м п о н е н т ы в е к т о р а т у р б у л е н т н о г о н а п р я ж е -

н и я на э л е м е н т а р н о й п л о щ а д к е . 

Напряжения, вызванные переносом импульса пульсациями, 
называются напряжениями турбулентной вязкости, или напря-
жениями Рейнольдса. Эти напряжения образуют симметричный 
тен, зор второго ранга 

-pViVj 

-pvi 

— PV2V1 —pV2 — pt>2®3- (3.5) 

p03®l — pf3®2 — P®3 
Циагональные компоненты тензора представляют турбулент-

давление, недиагональные компоненты — турбулентные ка-
сательные напряжения. Шесть независимых компонент тензора 
наг ряжений Рейнольдса являются в системе уравнений (3.3), 
(3.4) лишними неизвестными. 

Тензор полных напряжений в осредненном турбулентном 
движении записывается в следующем виде: 

dvi , dv; 
дх j dxt 

• pv&j. (3.6) 
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Если представить компоненты тензора полных напряжений 
в безразмерном виде, отнеся их к масштабам длины /0, скоро-
сти vo и давления ро — p f 2 то, пользуясь для безразмерных 
величин обозначениями размерных, будем иметь 

Из формулы (3.7) видно, что при больших числах Рей-
нольдса вязкие напряжения в осредненном течении жидкости 
становятся малыми по сравнению с турбулентными напряже-
ниями. : s 

В потоках, ограниченных твердыми стенками, можно вве-
сти местное число Рейнольдса, построенное по осредненной ско-
рости в точке и расстоянию этой точки от ближайшей твердой 
поверхности. Так, если имеется плоский открытый поток, дви-
жущийся вдоль оси Х\ по плоскому дну Хз — 0, то можно соста-
вить местное число Рейнольдса j 

о vi 
V 

Если дно гладкое (стеклянное, латунное и т. д.) , то по мере 
приближения к нему число Rex3 будет стремиться к нулю и, сле-
довательно, вблизи дна вязкие напряжения будут преобладать 
над турбулентными — у дна будет существовать вязкий подслой. 
Физически существование вязкого подслоя на гладкой твердой 
поверхности объясняется граничным условием прилипания, ис-
ключающим возможность значительных пульсаций скорости 
в непосредственной близости к этой поверхности. Толщина вяз-
кого подслоя связана обратной зависимостью с числом Рей-
нольдса для течения в целом. 

В области движения, удаленной от дна, где число R e ^ ве-
лико, вязкие напряжения будут малы по сравнению с турбу-
лентными. Эту область принято называть турбулентным ядром 
течения. Между ядром течения и вязким подслоем распола-
гается переходной, или буферный слой, в котором вязкость и 
турбулентность вносят сравнимые вклады в величину суммар-
ных напряжений. 

Если, поверхность дна шероховатая, значения местного числа 
Рейнольдса. ограничены снизу тем значением, которое это число 
принимает на уровне А вершин выступов шероховатости 

В руслах с шероховатыми стенками возможны, как известно, 
три режима турбулентного движения: 1) режим гладкостенного 
сопротивления, когда толщина вязкого подслоя значительно пре-
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где 

восходит высоту выступов шероховатости и последние не оказы-
вают влияния на сопротивление русла; 2) переходной режим, 
при котором толщина подслоя сравнима с высотой выступов и 
сопротивление русла определяется суммарным эффектом вяз-
кости жидкости и отрывного обтекания выступов; 3) режим 
квадратичного сопротивления, при котором высота выступов 
шероховатости значительно больше толщины вязкого подслоя, 
отвечающей числу Рейнольдса для данного течения. Русловое 
сопэотивление в этом случае полностью определяется явлением 
отрывного обтекания выступов. Шероховатое русло при первом 
режиме движения является гидравлически гладким, а при 
третьем — не только геометрически, но и гидравлически шеро-
ховатым. При гидравлически шероховатом дне турбулентное 
ядро течения простирается до плоскости х з = А, вязкого под-
слоя не существует. 

Границы между тремя режимами движения могут быть 
определены с помощью соответствующих значений введенного 
выше числа ReA. Так, например, используя данные эксперимен-
тов И. Никурадзе и А. П. Зегжда, можно установить, что пере-
ход к режиму квадратичного сопротивления происходит при 
значениях ReA = 350Н-400. Теоретически более обоснованным 
и на практике более удобным оказывается, однако, применение 
числа Рейнольдса, в котором скорость i>i(A) заменена динами-
ческой скоростью 

: (3.8) 

то — касательное напряжение на твердой границе потока. 
При равномерном течении в трубе или открытом русле ве-

личина динамической скорости может быть найдена из уравне-
ния 

(3.9) 

где / —гидравлический уклон. В руслах с большим отношением 
ширины к глубине гидравлический радиус R заменяется сред-
ней глубиной сечения Я = л 

Число Рейнольдса, составленное по высоте выступов шеро-
хов|атости и динамической скорости, будем обозначать 

Re 

На основании своих опытов с течением воды в открытых 
лодках, дно и боковые стенки которых имели искусственно 
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нанесенную песчаную шероховатость. А. П. Зегжда [56] получил 
следующие границы режимов течения: 

1) Ивл* ^ 6—'.режим гладкостенного сопротивления; 
2) 6 < Иед* ^ 4 5 — переходный режим; 
3) Иед^ > 45—• режим квадратичного сопротивления. 
В задачах гидродинамики, к которым принадлежат и задачи 

динамики русловых потоков, применяется т. н. двухслойная мо-
дель турбулентного течения, предусматривающая деление по-
тока на две зоны: вязкий подслой и турбулентное ядро. 'Сущест-
вование буферного слоя во внимание не принимается. На осно-
вании экспериментальных данных Никурадзе [211] толщина 
вязкого подслоя считается равной б = 12v/t)# (буферный слой 
заканчивается на высоте * з ~ 3 0 v / v # ) . 

В турбулентном ядре течения, независимо от режима сопро-
тивления, т. е. независимо от того, есть вязкий подслой или 
нет, напряжения молекулярной вязкости считаются пренебре-
жимо малыми. Уравнения Рейнольдса при этом принимают вид 

р (З.Ю) 

Граничное условие (2.19) прилипания вязкой жидкости 
к твердой стенке, очевидно, действительно и при турбулентном 
движении жидкости, однако, если русло гидравлически шеро-
ховатое, представляет интерес состояние движения не на самой 
твердой поверхности, а на поверхности хз = А, проходящей по 
вершинам выступов шероховатости. Граничные условия здесь 
можно записать в следующем виде (осредненное движение про-
исходит вдоль оси Xi): 

^ 3 ( Д ) = 0 , (3.11) 

в , (А)=Ао®*, (3-12) 

V b ' t i ^ Y (3.13) 

где ko, ku kz, кз — числа, которые, возможно, несколько ме-
няются при изменениях в геометрии шероховатой поверхности 
стенки. Если высота А <С#, то нормальная к стенке компонента 
осредненной скорости может приравниваться на этой высоте 
к нулю во всех случаях движения. Согласно условиям (3.12) и 
(3.13), продольная компонента осредненной скорости и все пуль-
сационные скорости на высоте А пропорциональны динамиче-
ской скорости. Эта пропорциональность следует из общих сооб-
ражений о подобии тур^улентых течений вблизи твердой 
поверхности (см. § 4) . Множитель Аз мал по сравнению с мно-
жителями ki И ki. 
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3.3. Уравнения турбулентного движения жидкости 
в естественных руслах 

1сли покрывающие речное дно песчаные волны, а также ме-
стные неправильности берегов отнести к элементам макрошеро-
ховатости русла и выполнить их статистическое сглаживание, 
мы в большинстве случаев придем к довольно плавному р е л ь -
ефу. Плавность русловых форм нарушается лишь на отдельных 
коротких участках рек, таких как пороги и перекаты, крутые 
изгибы, места выхода в берегах неразмываемых пород или сте-
снения потока искусственными сооружениями. На многих из та-
ких участков наблюдается отрыв потока от дна или берегов. 

Ла основном протяжении рек, где их русла имеют плавные 
очертания, течение воды удовлетворяет сформулированным 
Ж . Беланже (1828 г.) условиям плавной (иногда говорят: мед-
ленной) изменяемости движения: кривизна линий тока и кри-
визна ортогональных к ним поверхностей живых сечений малы. 
Плавность (распластанность) руслового рельефа, а с ней и 
плавная изменяемость .движения воды в значительной мере 
обу;ловлены центральной особенностью геометрии естественных 
русел — малостью их вертикальных размеров по сравнению 
с горизонтальными. Эта особенность естественных русел де-
лает течения в них сходными с течениями пограничного слоя 
и позволяет, так ж е как в теории пограничного слоя, сущест-
венно упростить уравнения Рейнольдса 1. 

Трежде чем сформулировать эти упрощения, условимся пе-
рейти к принятой в динамике русловых потоков системе обо-
зна!ений осей координат х, у, z и соответственных компонент 
скоэости и, v, w, а также фиксируем расположение осей коор-
динат. Считая, что высоты дна плавно колеблются относительно 
некоторой плоскости, наклоненной под углом а к горизонту, 
примем эту плоскость за плоскость координат х, у, направив 
ось у по нормали к вектору силы тяжести. Положительную по-
луось z направим вверх (рис. 10). Полагая, что наклон пло-
скости (х, у) к горизонту мал: j ' o=s ina<Cl , расстояния, отсчи-
тываемые вдоль оси г и расстояния по вертикали различать не 
будем. Высоты точек свободной поверхности и высоты точек 
дна относительно плоскости (х, у) будем обозначать соответст-
вен 1 0 z' И ZQ. 

Внешней объемной силой в уравнениях движения русловых 
потоков является сила тяжести X = pg. 

Лри указанном расположении осей координат компоненты 
ускорения свободного падения записываются так: 

•gx=gl 0, gy=0, g z = - g y T ^ ? o ^ - g . (3.14) 
1 В теории длинных волн условие Я В определяет модель «течений 

мелкой воды», применительно к которой выполняется упрощение уравнений 
Эйлера [131]. 
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Упрощения, которые допустимо ввести в уравнения Рей-
нольдса, состоят в следующем. 

1. Учтя малость вертикальных размеров русловых потоков 
и плавность рельефа дна, можно приравнять к нулю ускорения 
воды по оси 2 — заведомо малые по сравнению с ускорениями 
по осям х и у (напоминаем, что речь идет об ускорениях в ос-
'редненном, а не в актуальном движении и что обтекание пото-
ком местных неровностей дна исключается из рассмотрения). 

2. Ввиду того, что вертикальные размеры потоков малы, 
а горизонтальные велики и течение предполагается безотрыв-
ным, в уравнениях можно сохранить производные от касатель-
ных напряжений лишь по координате 2, отбросив аналогичные 
производные по осям х и у. 

Рис. 10. Система координат руслового потока. 

3. В силу плавной изменяемости движения и небольших ско-
ростей течения воды в реках (малости чисел Фруда) могут 
быть полностью опущены пространственные производные от 
нормальных турбулентных напряжений — они малы по сравне-
нию с градиентом давления. 

Введя эти упрощения в систему уравнений (3.10), подставив 
компоненты объемной силы по соотношениям (3.14) и разде-
лив все члены на плотность жидкости р, будем иметь следующие 
уравнения: 

ди 
dt 

dv 

— ди , — ди , — ди 

dt 
dv , — dv 

-V 

--gi 0-
1 dp du'w' 
p dx dz 

dx dy 
-w • dv 1 dp dv'w' 

dz P dy dz 1 (3.15) 

-g-
1 dp 
P dz 

Интегрируя последнее из уравнений (3.15) по z, находим 

P=-?g*+F{x, у, t). (3.16) 
Произвольная функция F определяется с помощью гранич-

ного условия на свободной поверхности (2.22). Оперируя, как 
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обьщно, величиной манометрического давления, имеем p{z') = 
Подставив это равенство в формулу (3.16), получим 

, у, t) = рgz' и отсюда 

7=fg(* — z), (3.17) 
и вертикальные ускорения жидкости малы, давление распре-
яется по гидростатическому закону. Подставив величину р 
формуле (3.17) в два первых уравнения (3.15) и присоеди-

к уравнениям движения уравнение неразрывности, полу-
м окончательно: 

дг' 1 11 I— «71 1— <7Д» IT I / - _ 
dt 

= 0. 

F{x 

есл, 
дел 
по 
няя 
чае 

ди , — ди , — да , — ди 
дх ду дг •=g(l о- дх 

du'w' 
дг 

dv , — dv • — dv , — dv 
+ » ——Г® -3— + ® 

дг' dv'w' 
dt dx dy 

ди 

dz dy dz 

dv dw 
dx dy dz =0. 

(3.18) 

Система (3.18) значительно проще системы полных уравне-
ний Рейнольдса (3.10) и (3.4), однако и она незамкнутая—три 
уравнения (3.18) содержат шесть функций координат и вре-
мени: и, v, w, u'w', v'w' и z'. Рельеф свободной поверхности 
z' (х, у, t) должен быть задан. В принципе, его можно получить, 
репив двумерную (плановую) задачу движения руслового по-
тока. Д л я определения отнесенных к единице массы касатель-
ные напряжений u'w' и v'w' нужны дополнительные соотно-
шения. 

В приосевой области широких и прямых участков русел 
элементы потока практически не изменяются по его ширине, 
а движение, таким образом, приближается к плоскому. Откло-
нения движения от плоского обусловлены здесь лишь кориоли-
С О Е Ы М ускорением, которое даже в высоких широтах мало по 
сравнению с обычными значениями продольной компоненты 
ускорения свободного падения и которое поэтому не фигурирует 
в уравнениях динамики русловых потоков. Положив в уравне-

- dz' ниях (3.18) v — 0 и — г — = 0, получим следующую систему 
ду 

ур&внений плоского движения жидкости в открытом русле: 

ж е 

du 
dt 

— ди , — ди 
— Y - w -дх дг 

дг' du'w' 
dz 

du i dw 
dx дг =0. 

(3.19) 

Семейство профилей свободной поверхности z' (х, t) можно 
получить из независимого решения одномерной задачи. Напря-

ние и w ищется, так ж е как в трехмерном случае. 
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Граничные условия на дне и на свободной поверхности для 
уравнений (3.18) и (3.19) те же, что для полной системы урав-
нений Рейнольдса. 

Заметим, что при установившемся осредненном движении 
уравнения (3.18) и (3.19) лишь членами, содержащими силу 
тяжести, отличаются от уравнений соответственно трехмерного 
и плоского пограничного слоя несжимаемой жидкости. 

На участках открытых потоков с резкими изменениями дви-
жения (в частности, при наличии водоворотных зон), где урав-
нения (3.18) и (3.19) неприменимы, необходимо обращаться 
к полным уравнениям Рейнольдса (3.10); (3.4), видоизменяя их 
в соответствии с характером решаемой задачи (см. п. 11.1). 

3.4. Гипотеза турбулентной вязкости и аналогия Рейнольдса 

Свойственное турбулентным течениям перемешивание мак-
роскопических масс жидкости сообщает этим течениям способ-
ность к интенсивному диффузионному переносу различных 
содержащихся в жидкости «субстанций». Вследствие этого рас-
пределения таких субстанций, как тепло, импульс, вихрь скоро-
сти, растворенные или взвешенные в жидкости вещества, бы-
вают в турбулентном потоке гораздо более выравненными, чем 
в ламинарном. 

Детальное рассмотрение процессов турбулентного переноса 
показывает, что эти процессы значительно сложнее процесса 
молекулярной диффузии. Тем не менее соблазнительно прибли-
женно описать .эти процессы тем же способом, какой принят 
в феноменологической теории молекулярной диффузии, а именно 
положить, что плотность потока субстанции (т. е. величина по-
тока субстанции через единицу площади в единицу времени) 
пропорциональна градиенту субстанции. В 1877 г. Буссинеск 
первый предложил определять турбулентное касательное на-
пряжение (т. е. взятую с обратным знаком плотность потока 
импульса) в плоскопараллельном течении вдоль оси Х\ по фор-
муле 

т81 = - Р ( 3 . 2 0 ) 

где А •— коэффициент турбулентной вязкости (турбулентного 
обмена). Уже в то время Буссинеск отчетливо понимал, что ко-
эффициент А, в отличие от коэффициента молекулярной вяз-
кости р,, не есть физическая константа жидкости, а предста-
вляет собой некоторую функцию координат пространства (а при 
нестационарном осредненном движении — и времени), функ-
цию, сложным образом связанную с обстоятельствами данного 
турбулентного течения. В простейшем случае плоскопараллель-
ного течения в открытом гидравлически шероховатом канале, 
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где турбулентное касательное напряжение распределяется по 
известному линейному закону, значения коэффициента А могут 
быть найдены из измеренного распределения скоростей с по-
м о р ь ю формулы 

^ . - ^ Ш г . (3-21) 
где h — глубина потока. Определенные таким путем значения Л 
на середине глубины открытого потока (или на середине ради-
уса трубы), где интенсивность турбулентного обмена наиболее 
велика, обычно превосходят значение коэффициента молекуляр-
ной вязкости на 3—6 порядков. 

Переходя к общему случаю пространственного осредненного 
движения, естественно обобщить гипотезу Буссинеска подобно 
тому, как в уравнениях Навье—Стокса обобщена гипотеза, 
Ньютона, т. е. положить, что тензор турбулентных напряжений 
пропорционален тензору осредненных скоростей деформации 

(3.22) 

Нетрудно, однако, видеть, что при такой гипотезе нормаль-
е турбулентные напряжения будут определяться лишь для 

dVi , л dVi л • 
• ф 0, а при —-— = 0 они тоже будут равны нулю, что не 

ox i 

ны 

согласуется с действительной картиной явления (нормальные 
напряжения имеются в любом случае турбулентного движения) . 
Чтобы устранить указанную некорректность, А. Н. Колмогоров 
[Jo] предложил видоизмененную гипотезу турбулентной вяз-
корти / — д~ \ 

1 '2 

где й г з > -Уг—кинетическая энергия турбулентности в еди-
2 нице массы. 

При равномерном осредненном течении из формулы (3.23) 
вцтекает условие изотропности нормальных напряжений 

J2 Г2 2 
V\ =г>2 = © з (3-24) 

В действительности такая изотропность наблюдается лишь 
вблизи оси потока в круглой трубе. Вблизи твердых поверхно-
стей значения нормальных турбулентных напряжений по раз-
ным направлениям существенно различны. 

Таким образом, гипотеза (3.23), улучшая результат Бусси-
неска, не снимает полностью затруднений, связанных с опреде-
лением нормальных напряжений. 
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Д л я спокойных открытых потоков, в которых нормальные 
турбулентные напряжения малы и могут не учитываться, раз-
личия между обобщенной гипотезой Буссинеска (3.22) и гипо-
тезой Колмогорова (3.23) нет. Феноменологические уравнения 
осредненного турбулентного движения воды в открытых руслах, 
удовлетворяющие упрощениям п. 3.3, имеют вид: 

/ да . - дй: , - • да , — да \ j . dz'\ . д ( . да \ 

( dv , — dv , — dv • — dv \ dz' , д / , dv \ 
p ~dT+v T y - + ® i r ) = - P g - d i + И Г l A i r ) • 

(3.25) 

Читатель, конечно, понимает, что введение в уравнения дви-
жения коэффициента турбулентной вязкости не решает вопроса 
об их замыкании. Использование этого коэффициента в теории 
турбулентности оправдывается двумя соображениями: во-пер-
вых, по-видимому (хотя об этом можно спорить), составить ги-
потезу о поведении коэффициента А легче, чем составить гипо-
тезу о величине самого турбулентного напряжения; во-вторых, 
коэффициент А представляет собой хотя и условную, но удоб-
ную характеристику одного из важнейших эффектов турбулент-
ности — эффекта турбулентной диффузии. Пожалуй, именно 
этим можно объяснить, что несмотря на не раз раздававшуюся 
критику по адресу коэффициента Л, он прочно удерживает 
свои позиции, особенно в прикладных разделах теории турбу-
лентности. 

Современный этап развития гипотезы турбулентной вязкости 
связан с учетом зависимости коэффициента Л от направления 
переноса, т. е. с отказом от первоначальных представлений 
о скалярной природе Л. Л. В. Келлер, а затем А. С. Монин 
предложили рассматривать в каждой точке потока симметрич-
ный тензор коэффициентов Ац. При этом в соответствии с пра-
вилом тензорного умножения тензоров второго ранга и, учиты-
вая симметричность тензора турбулентных напряжений, имеем, 
по Монину [97]. 

-Р®1®) = 2 + (3.26) к 
Нормальные турбулентные напряжения по формуле (3.26) 

получаются изотропными, как и в более простой модели Колмо-
горова (3.23). Можно пойти дальше и постулировать существо-
вание между тензорами — и D i j линейной связи общего 
вида. Это равносильно представлению турбулентной вязкости 
А в виде тензора четвертого ранга. Однако, как показали 
Н. М. Дмитриев и М. В. Лурье [43], и такое предположение 
недостаточно для того, чтобы получить качественно верную кар-
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но 

типу распределения нормальных напряжений. Опытные данные 
о лолях пульсационных скоростей заставляют признать, что 

зь между тензорами —pv'.v' . и Б ц не только анизотропна, 1 3 
и нелинейна. В работе Дмитриева и Лурье это приводит 

к представлению турбулентной вязкости в виде тензора шестого 
ранга. 

Столь сложное строение величины А возвращает к мысли 
о неполной адекватности самой гипотезы турбулентной вязко-
сти истинной природе турбулентного переноса. Предположению 
о том, что турбулентный перенос имеет такой ж е градиентный 
характер, как перенос при молекулярном движении, можно про-
тивопоставить гипотезу, что к градиентному типу принадлежит 
лишь часть турбулентного переноса, а именно та, которая свя-
зана с мелкомасштабными пульсациями скорости. Другая ж е 
часть переноса имеет конвективный характер и обусловлена 
движением крупных вихрей турбулентного потока. Такая трак-
товка турбулентного переноса не раз обсуждалась в литературе, 
но расчетного выражения она до сих пор не получила. 

В задачах о турбулентных течениях в трубах, открытых рус-
лах и пограничном слое гипотеза Буссинеска со скалярным ко-
эффициентом А остается пока основным расчетным средством. 
Если ограничиваться определением поля осредненнЫх скоро-
стей, результаты, которые она дает, в целом достаточно досто-
верны. 

В одной из своих ранних работ Рейнольде (в 1874 г.) вы-
сказал мысль о том, что механизм турбулентного переноса 
тепла и механизм турбулентного переноса импульса идентичны. 
В дальнейшем эта мысль, получившая название «аналогии Рей-

гьдса», была распространена также и на другие субстанции, но 
содержащиеся в движущейся жидкости, в частности на взвешен-
ные твердые частицы. 

В случае турбулентного переноса вдоль оси Хз мы имеем сле-
дующие феноменологические выражения для плотностей пото-
ков тепла и вещества: 

Яв=срр0'г>а =—сррКв ^ , (3.27) 

(3.28) 

гдё Ср — удельная теплоемкость жидкости при постоянном дав-
лении; 0 — температура; s — объемная концентрация; К@ и К — 
коэффициенты соответственно турбулентной теплопроводности 
и диффузии. По Рейнольдсу, должно быть 

где vT — кинематический коэффициент турбулентной вязкости. 
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Экспериментальные данные показывают, что в действи-
тельности в течениях, ограниченных твердыми поверхностями, 
Кв = (1,1Ч-1,4) vT, а равенство К = vT приближенно соблю-
дается лишь при взвешивании частиц малой гидравлической 
крупности и невысоких значениях концентрации. 

Таким образом, аналогия Рейнольдса имеет приближенный 
характер. Особенности переноса различных субстанций, нару-
шающие точность аналогии, сводятся к следующему. 

1. Величина импульса может меняться в процессе переноса 
под действием пульсаций давления. Поэтому импульс не яв-
ляется консервативной субстанцией. 

2. Количество тепла может меняться в процессе переноса 
вследствие выделения тепла за счет диссипации механической 
энергии жидкости. Поэтому тепло также не является консерва-
тивной субстанцией. 

3. Наличие в потоке твердых частиц изменяет интенсивность 
турбулентных пульсаций, т. е. оказывает обратное влияние на 
механизм переноса. 

Вопрос об определении коэффициентов vT, Кв и К по-раз-
ному решается в различных полуэмпирических теориях турбу-
лентности. Д л я «старых» полуэмпирических теорий, созданных 
в период между двумя мировыми войнами, характерно стремле-
ние связать величину vT (а значит и Кв и К) с элементами 
осредненного течения. В современных теориях доминирует 
стремление связать величину vT с характеристиками поля пуль-
саций. 

3.5. Баланс энергии турбулентности 
Если умножить каждое из уравнений Навье—Стокса (2.17) 

на Vi и затем их почленно сложить, мы получим уравнение со-
хранения энергии для мгновенного состояния движения частицы 
жидкости. Представив в этом уравнении компоненты скорости 
и давления суммами (3.2) и произведя операцию осреднения, 
получим средний во времени баланс энергии частицы жидко-
сти. В соответствии со способом получения этого баланса он 
будет определять полную энергию частицы, т. е. будет содер-
жать в неразделенном виде кинетическую энергию ее осреднен-
ного и пульсационного движения. 

Умножив на Vi каждое из уравнений Рейнольдса (3.3) и по-
членно сложив их, будем иметь уравнение сохранения энер-
гии для осредненного движения частицы. Вычитая из уравне-
ния сохранения полной энергии частицы уравнение сохранения 
энергии ее осредненного движения, получаем уравнение сохра-
нения осредненной энергии пульсационного движения, т. е. ба-
ланс энергии турбулентности. Математическую запись описан-
ных операций читатель может найти в любом из подробных ру-
ководств по теории турбулентности (см., например, [141, 
с. 80—84]). 
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ги: 
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пр 

во 

В приводимом ниже уравнении баланса турбулентной энер-
все члены отнесены к единице массы, b по-прежнему обо-

ачает осредненную величину кинетической энергии пульсаций, 
db 

ичем под —-j-j- подразумевается субстанциональная произ-

цная , - , 
h = 1 V ,г J L — д ь _i_ "V > 

2 - dt — dt 

t J  J  

Кроме того, использованы следующие обозначения: 
dv, dvj 

фу 

1 I "vi 
D i > = T 

J 

dxi 

ф = ± . y y ( J Z L + J n . 
2 A A i \ d x , * dx. j *j 

2 

Величина D'.. представляет тензор скоростей деформации 1J 
пульсационного движения, величина Ф т — его диссипативную 

нкцию. 
Уравнение баланса записывается в виде 

_ ' ' ' 

db V V ~~7~7 dvt • 1 V V dvJvi 

i j J I 1 1 

III IV V 
- T (3.30) 

i i j 1 

Рассмотрим физический смысл членов правой части этого 
уравнения. Первый член представляет главную приходную часть 
баланса энергии турбулентности — он определяет величину 
энергии, отбираемой турбулентностью в единицу времени от 
осредненного движения, или, что то ж е самое, величину произ-
водимой осредненным движением турбулентной энергии. Второй 
член выражает эффект переноса кинетической энергии турбу-
лентности пульсационным движением, или, другими словами, 
диффузию энергии. Третий член определяет вклад, вносимый 
в изменение кинетической энергии турбулентности пульсациями 
да!зления. Мгновенные градиенты давления, создаваемые этими 
пульсациями, вызывают движение жидкости, т. е. способствуют 
пульсациям скорости. Четвертый и пятый члены выражают 
влияние сил вязкости. Влияние сил вязкости на кинетическую 
энергию турбулентности двоякое. С одной стороны, вязкие на-
пряжения способствуют передаче турбулентной энергии — вслед-
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ствие вязкого трения более быстрые струи турбулентно движу-
щейся жидкости увлекают за собой окружающую жидкость. 
Эта сторона работы сил вязкости отражена четвертым членом. 
С другой стороны, вязкость вызывает переход кинетической 
энергии турбулентности в энергию молекулярного движения — 
тепло. Эта сторона работы сил вязкости отражена последним, 
диссипативным членом правой части уравнения (3.30). 

Уравнение турбулентной энергии дает ясный ответ на во-
прос о том, как влияет на интенсивность турбулентности нерав-
номерность осредненного течения. Если течение ускоряется вдоль 
какой-нибудь координатной оси, например, х\, т. е. производ-
ная - ^ — > 0 , то стоящая в правой части уравнения (3.30) ве-

—
 dvi 

личина — v — - — . является отрицательной — ускорение движе-

ния способствует снижению энергии турбулентности. В замед-dvi — 2 dvi 
ленном течении, т. е. при — - — С 0, величина — v, ~ яв-

дх 1 1 дх1 
ляется положительной — замедление движения ведет к повы-
шению турбулентной энергии. Эти выводы полностью подтвер-
ждаются опытными данными. Снижение уровня турбулентности 
при стеснении потока и резкое возрастание этого уровня с со-
ответствующим резким ростом потерь энергии при расширении 
хорошо известны из инженерной практики. 

Дальнейшие важные выводы относительно механизма турбу-
лентности можно сделать, если составить уравнения сохране-
ния отдельно для каждого из слагаемых энергии турбулентно-
сти, т. е. для величин v" v'22, v'32, и рассмотреть затем плоско-
параллельное или равномерное осесимметричное течение вдоль 
одной из координатных осей. При этом окажется, что член, вы-
ражающий отбор энергии от осредненного движения, сохра-
няется только в уравнении, составленном для продольной коор-
динаты. Это значит, что в прямолинейных потоках энергия 
отбирается от осредненного движения только продольными пуль-
сациями скорости. Поперечные- пульсации не получают энергии 
непосредственно от осредненного движения, а заимствуют ее из 
энергии продольных пульсаций. Роль посредника, осуществляю-
щего передачу энергии от продольных к поперечным пульса-
циям, играют пульсации давления. 

В равномерном открытом течении в плоскости х, г, энергия, 
отбираемая в единицу времени от осредненного движения, вы-
ражается в соответствии с уравнением (3.30) величиной 

—7—7 du -u'w' —Г-dz 
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Если дно потока гидравлически шероховатое, то турбулент-
ной касательное напряжение распределяется вдоль оси г по ли-
нейному закону, и для энергии, теряемой в ядре течения, т. е. 
при А ^ г ^ h, мы имеем простое выражение 

. (3.31) 
р /г — A dz р \ h j dz v 

Из этого выражения видно, что скорость диссипации энер-
гии быстро растет с уменьшением г. Так как значительная 
ча:ть энергии теряется также в слое выступов шероховатости 
(О С г < А), то в гидравлически шероховатом русле «производ-
ство турбулентности» оказывается почти целиком сосредото-
ченным у дна. Хотя вязкая диссипация турбулентной энергии 
тахже имеет максимум вблизи дна, придонные слои потока 
всегда содержат значительно больше турбулентной энергии, чем 
ве эхняя часть потока. Поэтому диффузионный поток турбулент-
ной энергии направлен снизу вверх — от дна к свободной по-
верхности. 

4. Распределение оередненных скоростей 
и гидравлическое сопротивление жестких русел 

4.1. Логарифмический закон распределения скоростей 

Незамкнутость уравнений Рейнольдса не позволяет вывести 
из них законы распределения оередненных скоростей. Однако, 
как показали Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшиц [82], в простейшем 
гипотетическом случае турбулентного течения в полупростран-
стве, ограниченном бесконечной, плоской, твердой поверхностью, 
величина градиента осредненной скорости устанавливается со-
ображениями размерности. Факторами, определяющими дви-
жение в этом случае, служат три величины: касательное напря-
жение на стенке то, расстояние от стенки z и плотность жидко-
сти р. Отсюда имеем 

ве 

da 
dz 

гд^ х — число, называемое постоянной Кармана. 
Масштабом расстояний от гладкой стенки может служить 
шчина v/v^, а масштабом расстояний от шероховатой 

стенки — высота выступов А. Имеющее структуру числа Рей-
нольдса отношение двух этих масштабов t^A/v уже использова-
лорь нами как критерий режима сопротивления. Произведя 
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интегрирование уравнения (4.1) и выразив 2 в указанных мас-
штабах, получим: в случае гладкой стенки 

+ / (4.2) 

в случае шероховатой стенки 

^ Н г ^ - Н - С * . (4.3) 

где С1 и Сг — постоянные интегрирования, которые так ж е как 
постоянная %, подлежат определению из опыта. Формулы (4.2) 
и (4.3) являются двумя частными выражениями логарифмиче-
ского закона распределения осредненных скоростей. 

Первое обоснование логарифмического закона было дано 
Л. Прандтлем в 1925 г. на основании построенной им модели 
турбулентного перемешивания. Еще раньше чисто эмпирическим 
путем к нему пришли в результате гидрометрических работ на 
реках Зее, Туре и Чусовой Н. Н. Соколов и С. И. Моисеенко 
(1913—1914 гг.) и в результате гидрометрических работ на 
р. Эльбе Р. Ясмунд (1893 г.). 

Тщательно выполненные И. Никурадзе [211, 212] измерения 
осредненных скоростей в трубах показали, что логарифмическое 
распределение весьма хорошо соответствует опыту в пределах 
ближайшей к стенке Vs радиуса трубы. С приближением к оси 
трубы обнаруживаются систематические, хотя и небольшие от-
клонения от логарифмического закона, обусловленные конеч-
ностью поперечного размера потока. Д . Коулз [164], проанали-
зировав обширные материалы измерений, относящихся к пото-
кам в трубах, к пограничному слою и к открытому потоку, 
нашел, что логарифмический закон удовлетворяется в пристенной 
зоне д а ж е тогда, когда течение заметно уклоняется от равно-
мерного. Эксперименты, подтвердившие применимость логариф-
мического закона к открытым потокам, были выполнены Зегж-
дой [56], В. Ванони [239] и другими исследователями. 

- Пренебрегая возможными небольшими погрешностями, до-
пустим, что логарифмический закон действителен на вертикали 
открытого потока вплоть до свободной поверхности, и составим 
разность между максимальной (поверхностной) скоростью те-
чения «макс = u (h ) и скоростью на некоторой другой высоте над 
дном z < h. В случае гидравлически гладкого дна наложим на 
расстояние г добавочное условие исключив тем самым 
область влияния вязкости. В случае гидравлически шерохова-
того дна будем считать, что при А<С/г расстояние z может иметь 
любые значения из - полуоткрытого интервала h > z ~ ^ - А. Д л я 
составления разности скоростей можно воспользоваться после 
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этэго любой из формул (4.2) и (4.3), в обоих случаях будем 
иь еть один и тот ж е результат 

ц м а к с : — 1 j А ( 4 4 ) 
•У* t. Z ' \ • > 

Величина, стоящая слева, называется безразмерным дефици-
том скорости. Формула (4.4) показывает, что распределение 
безразмерного дефицита скорости универсально—при введен-
ных выше условиях оно не зависит от характера дна. Экспери-
ментальные оценки постоянной Кармана к колеблются около 
среднего значения 0,4, которое обычно и применяется в расче-
тах. Подставив это значение в формулу (4.4) и перейдя к деся-
тичным логарифмам, получим 

и и г к с - и ( г ) = = = 5 j Q l g j L m (4.5) 

В руслах с сильно шероховатым дном, т. е. при высоте А, 
сравнимой с глубиной потока, картина усложняется. Вихри, 
срывающиеся с выступов шероховатости, имеют здесь крупные 
размеры и существенно усиливают турбулентное перемешива-
ний В результате безразмерный градиент скорости — 

v* dz 
оказывается вблизи дна меньшим, чем в потоках с гладким или 
умеренно шероховатым дном. Меньшие значения безразмерного 
градиента скорости равнозначны большим значениям постоян-
ной Кармана . Данные опытов Никурадзе [212], Ф. А. Шевелева 
[149] и Ванони [239] показывают, что при А/А >• Ю - 2 величина 

% 

РУ 

ни 
к 
MQ 
СО' 

тр 

Oil 
on 

. де 

ямеет значения, которые на 10—15% больше, чем в гладких 
лах. 
Легко убедиться, что постоянная Сг в формуле распределе-

я скоростей (4.3) равна отношению u(A)/v* донной скорости 
динамической. Численная оценка этого отношения в экспери-
нтах затруднена недостаточной точностью определения вы-
ы выступов А. Никурадзе, создававший шероховатость в своих 

убах наклейкой на их внутреннюю поверхность зерен откалиб-
ро^анного песка, приравнивал высоту А диаметру песчинок d. 

ношение u(A)lv% получалось при этом равным 8,5. Анализ 
ытов Никурадзе, произведенный автором [28], показал, что 
йствительная высота выступов была в этих опытах меньше d, 

2 
а именно, составляла около -тг-d. Введя в расчет такую высоту 

выступов, получаем и (А)/и* = 7,5. В. И. Ефремов [48], изме-
рявший осредненные скорости в лотке, на дне которого были 
закреплены частицы гравия, нашел, что и (А)/у* = 7 , 4 . Из опы-
тов Ванони в лотке с закрепленными песчаными частицами 
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диаметром 0,9 мм, при соотношении Д = значение 

н(Д)/и# получено равным 6,6. Приняв среднюю из имеющихся 

оценок и ( Д ) / о # = 7,5, можем переписать формулу (4.3) для русел 
с умеренной шероховатостью дна (к = 0,4) в следующем виде: 

- £ - = 5 , 7 5 1 g - f + 7 , 5 . (4.6) 

Постоянная Ci в формуле (4.2), по данным Коулза, равна 5,1. 
Таким образом, распределение скоростей на вертикали при 

гидравлически гладком дне записывается 

i = 5 , 7 5 1 g - ^ - + 5 , l . (4.7) 

Важной интегральной характеристикой распределения ско-
ростей, не зависящей от режима сопротивления, служит безраз-
мерный дефицит средней скорости. В плоском потоке он вы-
ражается следующим образом: 

Def U в ^ J I n 4 . (4.8) 
* д , a 

В круглой трубе Def U = 1,5/х. При гидрометрических рабо-
тах представляет интерес высота над дном zm, на которой мест-
ная осредненная скорость равна средней на вертикали: и ( г т ) = 
=. U. Применив формулы (4.4) -и (4.8), можно найти 

z m = - l ~ = o , m . (4.9) 

Сравнение теоретического закона (4.4) распределения без-
размерного дефицита скорости с опытными данными дано на 
рис. 11. Измерения Никурадзе [210] и Д ж . Лауфера [198] были 
выполнены в напорных каналах широкого прямоугольного се-
чения, измерения Зегжды [56] — в открытом лотке. Стенки и 
дно были во всех трех сериях опытов гидравлически гладкими. 

Обзор сведений о логарифмическом законе распределения 
скоростей закончим выводами, которые следуют из этого закона 
в отношении коэффициента турбулентной вязкости. 

Подставив в общее выражение коэффициента турбулентной, 
вязкости (3.21) величину градиента скорости по формуле (4.1), 
положив Д<С/г и деля на плотность жидкости р, получаем 

Согласно формуле (4.10), коэффициент vT имеет весьма ма-
лое значение на высоте выступов шероховатости (или на гра-
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нине вязкого подслоя), достигает максимума при z = ^—h и 
Zi 

обращается в нуль при z = h. На рис. 12 распределение (4.10) 
при значении к = 0,4 сопоставлено с опытными данными Нику-
радзе [210] и Коркорана и др. [166], полученными в плоских 
напорных потоках с гладкими стенками. 

В пристенной области опытные точки тесно располагаются 
около теоретической кривой. Однако, начиная уже с z/h = 0,2, 

МОКС-М 

0,0k 0,06 0,08 0,1 0,15 0,2 0,if 0,6 0,8 1,0 f 
j : I 

- 2 -1 O l n f a 

P:ic. 11. Распределение безразмерного дефицита скорости в плоском тур-
булентном потоке. 

и з м е р е н и я Н и к у р а д з е , R e ^ = 3 3 , 5 • 103, 2 — и з м е р е н и я Л а у ф е р а , R e B = 

56,2 • 103, 3 — и з м е р е н и я З е г ж д ы , К е я = 16,5 • 103, 4 — л о г а р и ф м и ч е с к и й п р о ф и л ь при 
и = 0 , 4 0 . 

они отклоняются от нее — с н а ч а л а в сторону меньших, а затем 
больших значений vT. Указывая на существование минимума vT 
при 2 = h, т. е. в плоскости симметрии потока, опытные точки 
не подтверждают обращения здесь vT в нуль. Этот результат 
не является неожиданным, так как равенство vT = 0, получаю-
щееся при подстановке в формулу (4.10) значения z — h, есть 
следствие неточности исходной формулы градиента скорости 
(4.1), дающей при г — h физически невозможное ненулевое зна-
чение градиента. 

Что касается самого факта существования минимума vT 
в плоскости симметрии напорного потока, то он имеет простое 
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гидромеханическое объяснение. По разные стороны от плоско-
сти симметрии вектор вихря осредненного течения 

rot v = < dvi 
дх. 

направлен противоположно. Векторы вихря наиболее крупных 
структур турбулентности имеют такую же ориентировку. Вслед-

ствие этого они не могут пе-
ресекать плоскость симмет-
рии. Самое большее на что 
они способны это возму-
щать мгновенную поверх-
ность перемены знака rot v. 
Плоскость симметрии ока-
зывается «проницаемой» 
лишь для мелких образова-
ний, которые по условию 
локальной изотропии не име-
ют какого-либо избранного 
направления вектора вихря. 
То обстоятельство, что тур-
булентный перенос вблизи 
плоскости симметрии произ-
водится только мелкими об-
разованиями, и обусловли-
вает существование здесь 
минимума функции vT (г). 

В открытом потоке ин-
тенсивность турбулентного 
переноса вблизи свободной 
поверхности зависит от чис-
ла Фруда. Установив-

шиеся спокойные потоки с малыми числами Фруда имеют 
неподвижную свободную поверхность, которая ведет себя по от-
ношению к вертикальным движениям жидкости так же, как 
твердая стенка. Скалярный коэффициент турбулентной вязкости 
должен обращаться на ней в нуль и отсюда следует думать, что 
в спокойных открытых потоках закон (4.10) удовлетворяется 
лучше, чем в трубах. 

Рис. 12. Распределение коэффициента 
турбулентной вязкости в плоском на-

порном потоке. 
/ — к р и в а я по у р а в н е н и ю (4.10) при и 

•R 
=0,40, 

2 — о п ы т н ы е т о ч к и Н и к у р а д з е , R e д = 3 3 , 5 • 103, 
3 — о п ы т н ы е т о ч к и К о р к о р а н а и др . , R e s = 

= 9 , 1 • 103. 

4.2. Формулы гидравлического сопротивления по длине 

Гидравлическим сопротивлением по длине называется сила 
трения, приложенная со стороны русла к текущей жидкости 
на единице длины пути: тоХ- 1- Если в качестве единицы длины 
выбрать гидравлический радиус, то отношение мощности сил 
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трения тo%RU к потоку кинетической энергии через живое сече-

нй 
эф фйциентом гидравлического трения 

е — pt/3co определит безразмерную величину, называемую ко-

П 

Этот коэффициент измеряет способность системы поток— 
русло диссипировать механическую энергию. В расчетах сопро-
тивления открытых русел наряду с коэффициентом Ая поль-
зуются коэффициентом Шези С, связанным с XR обратной: 
зависимостью С = У 2g/Xn. 

Коэффициенты Яд и С являются функциями числа Рей-
нольдса и относительной шероховатости русла. Соответствую-
щие функциональные связи называются формулами сопротив-
ления по длине. 

Простой и теоретически обоснованный способ получения 
формулы сопротивления для гидравлически шероховатых русел: 
состоит в совместном использовании формулы распределения 
скоростей (4.3) и формулы дефицита средней скорости (4.8). 

сложив в первой из них z = h и избавившись затем o r 
ЭКС/У*, найдем 

-У— = I n - т - 4 - Сг - = — I n ^ + (4.12> И» х Д х х Д 1 0 ' . х ' 

гд(е С 3 = ы ( А ) / и а : — 1/и. 
В соответствии с исходными предпосылками формул (4.3) 

(4.8) равенство (4.12) действительно в русле широкого пря-
моугольного сечения, где глубина вертикали h совпадает со-
средней глубиной, а средняя глубина пренебрежимо мало от-
личается от гидравлического радиуса. Примем в качестве посту-
лата , что равенство (4.12) будет действительным в открытых 
руслах достаточно правильного произвольного сечения, если 
вм есто глубины h подставлять в него гидравлический радиус-
сечения R. Сделав такую подстановку и перенеся результат-
в (4.11), получим следующую стандартную запись формулы со-
противления по длине для гидравлически шероховатых русел: 

1 Л л V2g / 2 х Л ^ 

где С 4 = С З / У 2 , В формулах (4.12) и (4.13) величину А можно 
заменить любой величиной, пропорциональной А. При этом тре-
б>ется лишь скорректировать соответствующим образом посто-
янные Сз и Ci. 
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В опытах с течением воды в открытых лотках с закреплен-
ной песчаной шероховатостью Зегжда нашел, что х = 0,4,; Ci = 
— 4,25, и тогда формула сопротивления получила вид 

— = — = 4 lg —[—4,25. (4.14) 

Значениям эмпирических постоянных в формуле (4.14) отве-
чает отношение и (А)/у* = 8,5, т. е. то же, что принял ранее 
Никурадзе. 

При применении формул сопротивления, содержащих вы-
соту выступов шероховатости А, к водоводам с разным харак-
тером стенок (сталь, чугун, бетон, песчаное дно, травяной по-
кров и т. д.) наиболее трудным является вопрос об определе-
нии расчетного (эффективного) значения А. Д л я нас главный 
интерес представляет связь между величиной Д и размером 
частиц несвязного грунта, слагающих дно большинства естест-
венных потоков. Имея дело с закрепленными на стенке одно-
родными частицами, Никурадзе принимал величину Д равной 
диаметру частиц. Дополнительный анализ данных Никурадзе 

9 
говорит в пользу несколько иного соотношения А «-—с?. Песок, 

о 

который наклеивался на стенки лотка в опытах Зегжды, не был 
однородным (в отдельных опытах отношение наибольшего диа-
метра частиц наклеенной фракции к наименьшему достигало 
2,0) и ввиду этого условия опытов Зегжды были ближе к усло-
виям естественных потоков, чем условия опытов Никурадзе. 
П р и неоднородном составе частиц центральным становится во-
прос о связи А со средним диаметром частиц, а иногда и более 
широкий вопрос о выборе репрезентативного диаметра, ответ-
ственного за величину А. На основании своих опытов Зегжда 
построил кривую связи между высотой выступов и средним диа-
метром частиц (за средний диаметр принималось среднее ариф-
метическое из наибольшего и наименьшего диаметров накле-
енной фракции) . По кривой Зегжды видно, что в области 

мм удовлетворяется приближенное соотношение Д ~ 
~ l , 6 d c p , а с переходом к более крупным частицам коэффици-
ент пропорциональности уменьшается и при dcр > 3 мм стано-
вится близким к единице, 

На рис. 13 показан полученный Зегждой график сопротив-
ления открытых русел в гладкостенной, переходной и квадра-
тичной областях сопротивления 

l g ^ = f c t ( R e * , 4 ) - < 4 Л 5 ) 

В связи с тем, что определение эффективной высоты высту-
пов- шероховатости в естественных руслах и каналах сопряжено 
с трудностями, коэффициент Шези С в практических расчетах 
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обычно вычисляют не по зависимостям вида (4.13), а по эмпи-
рическим формулам, содержащим вместо A/R особые «коэффи-
циенты шероховатости». В СССР чаще других используются 
формулы Н. Н. Павловского и Р. Маннинга. Более простой из 
двух является формула Маннинга 

R ' \ (4.16) 

гд 

по, 
де 

п- • коэффициент шероховатости с размерностью L 

°'"2,0 2,5 3,0 3,5 4,5lgReR 

Рис. 13. График сопротивления открытых русел по опытам Зегжды. 

Совместное применение формулы Маннинга и формулы со-
противления (4.13) дает следующую связь между коэффициен-
том шероховатости п и относительной гладкостью' дна R/А: 

я=-£=г . (4.17) 
V* ш 4 + хс3

 1 ' 

Если подставить сюда значения эмпирических параметров, 
лученные Зегждой, и перейти к десятичным логарифмам, бу-
м иметь 

n'/i 
(4.18) 0,17 

Vg lg и/? 

Выбор расчетных значений коэффициентов шероховатости 
нередко содержит элементы субъективности. Однако вытекаю-
щая отсюда неточность формулы Маннинга и ей подобных ис-
купается возможностью применять эти формулы в руслах с про-
извольным строением поверхности дна. 
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При пользовании формулами сопротивления логарифмиче-
ского типа, так же как лежащими в их основе формулами рас-
пределения скоростей, нельзя забывать об условиях, при кото-
рых они получены,— равномерном движении воды по жесткому, 
плоскому дну, имеющему однообразную шероховатость. Как 
увидим в главе III, картина, наблюдающаяся в руслах с по-
движным дном, гораздо сложнее. 

4.3. Распределение скоростей и трение в потоке 
под ледяным покровом 

При образовании ледяного покрова течение в реке или ка-
нале становится напорным. Так как шероховатость нижней по-
верхности льда и шероховатость дна в общем случае неодина-
ковы, то распределения касательного напряжения и оереднен-
ных скоростей в таком потоке несимметричны (рис. 14). 

Мы рассмотрим задачу о движении воды подо льдом в тех 
же предположениях, что в двух предшествующих пунктах: дно 
плоское, с однообразной шероховатостью, течение плоское и рав-
номерное. 

На большинстве рек ледоставу предшествует осенний ледо-
ход. Ледяной покров образуется при этом из отдельных смерз-
шихся льдин и шероховатость его нижней поверхности оказы-
вается более высокой, чем шероховатость дна. Поэтому, как по-
казано на рис. 14, максимум скоростей смещается от середины 
вертикали вниз. В процессе нарастания толщины льда его ниж-
няя поверхность выглаживается и во второй половине зимы ше-
роховатость ледяного покрова бывает меньше шероховатости 
дна. Максимум скоростей располагается при этом выше сере-
дины вертикали. 

На рис. 15 показана эволюция некоторых характеристик реч-
ного потока за зимний период. Данные относятся к р. Енисею, 
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где 
pa 
бы 
из 
ли: 
ра 
да 
по 
св 
ше: 

наблюдается бурный осенний ледоход. Наблюдения над 
спределением скоростей, проводившиеся в течение 10 зим, 
ли обработаны У. С. Рось [119]. На рис. 15 а дан график 
м;енения во времени отношения йг/Я, где hz — расстояние от 
нии максимума скоростей до нижней поверхности льда, Н — 
сстояние от нижней поверхности льда до дна. На рис. 15 б 
н график изменения коэффициента шероховатости ледяного 
крова. Графики указывают на существование тесной прямой 
язи между шероховатостью нижней поверхности льда и отно-
нием hz/H. 

712 о) 
Н 

\ \ 

\ . ^ \ 
I- V \ 0,02 

V. 

п? . В) 
0,07г ч ' \ \ 

- \ 
ЧЧ У 

0,6 

Ъ5 

0Л 

сю 
ва|г: 
ос; 
ра 

Рис. 15. Изменение характеристик течения подо льдом 
в зимний период на р. Енисее (по У. С. Рось). 

В первом приближении две части потока, разделенные пло-
эстью нулевого касательного напряжения, могут рассматри-
ься как два самостоятельных течения, в каждом из которых 

^ществляется логарифмическое распределение скоростей. Это 
определение удобно представить в виде 

ло 

7 , 3 -

0,06 

0,05 

0,0k 

0,03 

V \ 

*—- ? —•—,-п • — I * J I Ч» I J L 
XI XII II III IV t 

\ 

XI XII III IV t 

и 1 . a0z 
( 4 . 1 9 ) 

постоянная a0 связана с отношением u(A)/uH . = C2 форму-

1 . и(Д) 
— In fl

0
= «/

 w

 ft 

При и (А)/о* = 7,5 и к = 0,4 постоянная ао = 20. 
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Напишем формулу (4.19) для каждой из частей потока подо 
ЛЬДОМ И ПОЛОЖИМ В 0 6 0 И Х В Ы р а ж е Н И Я Х Z = hi, Ui = U2 — «макс-
В результате получим следующее соотношение между величи-
нами касательного напряжения на нижней и верхней границах 
потока: 

v*i __ In (д0й2) — In Л2 (4 20} 
In (aahx) — In Д1 ' V • ; 

Наряду с этим при линейном распределении касательного 
напряжения поперек потока должно быть 

v*2 V b С4.21) 

Исключая из формул (4.20) и (4.21) отношение динамиче-
ских скоростей, имеем 

(4.22) 
"1 "2 

Если характеризовать сопротивление дна и нижней поверх-
ности ледяного покрова соответствующими коэффициентами 
шероховатости, то основываясь на формулах Шези и Маннинга, 
вместо равенства (4.22) надо писать 

Когда глубины велики, то в каждой из частей потока 
g и формула (4.23) может быть заменена простым со-

отношением 

Присоединяя к написанным формулам равенство /ii + fe — 
— Я, получаем возможность найти по известным значениям Я , 
Ai, Д2 (или-Я, rii, пг) значения hi и hz, т. е. определить положе-
ние максимальной скорости. После этого формула (4.21) вме-
сте с условием динамического равновесия 

= g m (4.25) 

позволяют найти v%i и v.^. Величина максимальной скорости 

«макс устанавливается с помощью формулы (4.19), записанной 
в плоскости нулевого касательного напряжения при значениях, 
у*, h и А, взятых для любой из частей потока. 

Остается найти средние скорости Ui и \J% и удельный расход 
воды q. Д л я этого служат два уравнения вида 

£ / = й м а к с - ^ (4.26> 
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условие неразрывности 
Uih x - \ -Ui lb=q . (4.27) 

Задача , таким образом, решена. На основании исходных дан-
ных о расстоянии Н между твердыми границами потока, уклоне 
/ и характеристиках сопротивления граничных поверхностей Ai 
и Дг или tii и п% определяются восемь основных параметров те-
чения воды подо льдом: hi, h%, v^i, v%2, и М а к с , Uи и q. С по-
мощью написанных зависимостей можно решать также задачу, 
в которой задан удельный расход воды q и требуется знать ве-
личину Н\ Приведем дополнительно формулу, связывающую ве-
личину Н е полной глубиной hp потока, покрытого ледяным по-
кровом 

Я = й р —0,98, (4.28) 
где б —толщина льда. 

Величина Дг представляет собой эффективную высоту вы-
ступов шероховатости льда. Так же как коэффициент пг, она 
дслжна находиться по измеренным величинам I, /г2 и \J% или 
путем пересчета известной величины п%-

Сравнение профилей скорости, построенных по изложенному 
методу, с данными натурных измерений произведено в статье 
£36]. 

4.4. Распределение скоростей при неравномерном 
и неустановившемся движении жидкости в открытом русле 

Наши рассуждения в этом пункте будут иметь качествен-
н е й характер. 

Начнем с неравномерного установившегося движения. Бу-
м считать его плоским, дно — плоским и гидравлически ш'еро-
ватым. Координатную плоскость (х, у) проведем через осно-
иия выступов шероховатости. Высоту выступов положим ма-
й: Д<C/i. Д л я анализа движения воспользуемся первым 
авнением системы (3.19). Заменив высоты свободной поверх-
:ти z' глубинами h, обозначив касательное напряжение 

д е 
хо 
ва 
ло 
УР 
но 
— m'w'=x и приравняв к нулю производную du/dt, напишем 

' это уравнение в плоскости вершин выступов шероховатости 
2 = А. Учтя граничное условие непроницаемости дна w(Д) = 0, 
будем иметь 

~ / А Ч dU I . dh \ , I дх (4.29) 

Используя условие неразрывности, представим величину 
dh 

в следующем виде: 

_dh__ JLJ—^o-JLAIL— Ч-^L 
dx~~gq dx U ~ ё U dx ~ Fr dx ' 

dx 
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Перенеся это выражение в уравнение (4.29), после перегруп-
пировки членов получим 

1 dt 
Р дг -и( Л) да 

дх 
U dU 
Fr дх •gio- (4.31) 

В области малых чисел Фруда, где действительно исходное 
уравнение (3.19), второй член правой части (4.31) имеет заве-
домо большую абсолютную величину, чем первый. Отсюда сле-

дует, что в неравенстве 

— э Н < р £ 1 ' ° ( 4 - 3 2 ) 

верхний знак отвечает ускорен-
ному движению, а нижний — 
замедленному. Знак равенства 
отвечает равномерному движе-
нию и, следовательно, уравнение 
(4.31) свидетельствует о том, 
что при ускоренном движении 
касательное напряжение вблизи 
дна убывает с ростом z быстрее, 
а при замедленном — медленнее, 
чем при равномерном. При силь-
ном замедлении потока (быст-
ром возрастании глубин по х) 
производная dxfdz у дна может 
стать больше нуля. Касательное 

напряжение т в неравномерном потоке распределяется по верти-
кали нелинейно (рис. 16). 

Чтобы оценить, как меняется с переходом к неравномерному 
движению распределение оередненных скоростей, напишем в до-
полнение к уравнению (4.29) уравнение движения на свободной 
поверхности. Из равенства здесь касательного напряжения нулю 
следует равенство нулю производной du/dz. Таким образом, мы 
получаем уравнение такого ж е вида, как (4.29) 

Рис. 16. Распределение касатель-
ного напряжения по вертикали 
1 — в у с к о р е н н о м п о т о к е , 2 — в равно-

м е р н о м , 3 — в з а м е д л е н н о м . 

и (h) да 
дх h-

dh 
dx 

1 dt 
P дг п' (4.33) 

Вычитая уравнение (4.29) из уравнения (4.33), находим 
dt 
дг 

dt 
д г |д 

)=и (А) 
да 
дх - « ( А ) 

ди 
дх (4.34) 

При очень быстром изменении скоростей вдоль потока силы 
трения могут оказаться малыми по сравнению с силами инер-
ции, и, согласно уравнению (4.34), получим 

ди 
дх 

ди 
дх 

И ( А ) 

"(Л) 
(4.35) 
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Это значит, что интенсивность изменения донной скорости 
боАыпе, чем интенсивность изменения поверхностной и, следо-
вательно, в ускоренном потоке распределение скоростей по вер-
тикали выравнивается, а в замедленном его неоднородность воз-
растает. 

Уравнение (4.34) показывает, что трение смягчает указан-
тенденции: благодаря силам трения выравнивание скоро-

й при ускорении движения и «растягивание» эпюры скоро-
й при замедленном бывает более умеренным, чем это могло 
наблюдаться при отсутствии трения. 
Имея дело с гидравлически гладким руслом и взяв вместо 
рости и (А) на высоте выступов шероховатости скорость 
6) на внешней границе вяз- z. 
о подслоя, мы пришли бы л 
аким ж е . качественным ре-
ьтатам. Эти результаты хо-

рошо подтверждаются ' экспе-
риментальными и натурными 
данными. На рис. 17 приве-

ны 
сте 
сте 
бы 

скс 
и ( 
ког 
к 1 
зу i 

Рис 
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17. Распределение скоростей по 
вертикали. 

в у с к о р е н н о м п о т о к е , 2 — в р а в н о м е р - п 
3 — в з а м е д л е н н о м ( о п ы т ы З а л у д - псп 

к о г о ) . и ' з и 

дейы профили оередненных скоростей при. равномерном, уско-
ренном и замедленном движении, полученные Э. В. Залуцким 
[54:] в лабораторном лотке с гидравлически гладким дном. 

У ускоренного и замедленного потоков абсолютная величина 
» dh 

производной —— составляла 0,02, что для открытого плавно-
и л 

1еняющегося потока означает высокую степень неравномер-
ти. 
Влиянию нестационарности движения на распределение 
едненных скоростей и гидравлическое трение было посвя-

но теоретическое исследование О. Ф. Васильева и 
И. Квона [15] и работа автора [30]. В цилиндрических рус-
: с малой относительной шероховатостью дна движение пря-

/ dh ^ г, dh • „\ ( - ^ > 0 , _ < 0 ) сопровождается и положительной волны 

эавниванием скоростей на вертикалях, а Движение прямой 
ицательной волны ( - ^ - < 0 . > о ) —увеличением не-

однородности распределения скоростей. Так ж е как в неравно-
мерном движении, силы трения ослабляют эти эффекты. Так 
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как колебания стока совершаются медленно, а сопротивление 
естественных русел значительно, отклонения эпюр скоростей во 
время паводка от эпюр, свойственных установившемуся дви-
жению, гидрометрическими измерениями не улавливаются. 
Н. Н. Федоров [137], проанализировав данные измерений в ниж-
нем бьефе ГЭС на р. Тверце, нашел, что эффекты перераспре-
деления скоростей при внутрисуточных колебаниях расхода 
были близки к точности измерений. Влияние нестационарности 
движения на гидравлическое сопротивление естественных русел 
практически неощутимо. 

5.1. Способы статистического описания турбулентных пульсаций 

К услугам читателя, желающего основательно познакомиться 
со статистической теорией турбулентности, в настоящее время 
имеется несколько прекрасных книг, из которых в первую оче-
редь должны быть указаны монографии А. С. Монина й 
А. М. Яглома [98], И. О. Хинце [143] и А. А. Таунсенда [132]. 
Поэтому изложение в этом параграфе является сжатым. Вна-
чале вводятся основные представления статистической теории, 
далее сообщаются сведения, полученные из наблюдений. 

Статистическая теория турбулентности имеет дело с акту-
альными скоростями и актуальным давлением. Следуя идеям 
Рейнольдса, она рассматривает, однако, не сами актуальные 
скорости и давление, а их отклонения от оередненных величин, 
т. е. пульсационные скорости v' = Vi — Vi и пульсационное дав-
ление р' = р — р. При изложении статистической теории огра-
ничимся квазистационарными турбулентными течениями, т. е: 
такими течениями, все статистические характеристики которых 
не изменяются во времени. 

Таким образом, объектами статистического исследования 
ниже будут четыре стационарные случайные функции коорди-
нат пространства и времени: • 

Можно говорить также о квазистационарном случайном век-
торном поле пульсационных скоростей и квазистационарном 
случайном скалярном поле пульсаций давления. Эргодическая 
гипотеза, сформулированная в начале данной главы, избавляет 
от необходимости рассматривать различные реализации функ-

5. Турбулентные пульсации 

(5.1) 
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й (5.1), разрешая изучать их по одной достаточно продолжи-
дьной реализации. 

К о р р е л я ц и о н н ы е ф у н к ц и и . Основным средством ста-
тического описания функций (5.1) служат моменты связи 

орреляции) компонент пульсационных скоростей и давления 
зазных точках пространства или (и) в разные моменты вре-
ни. Различают пространственные, временные и пространст-

венно-временные моменты связи. Пространственным моментом 
связи m-vo порядка называется осредненное произведение m 

ачений компонент пульсационных скоростей и, может быть, 
вления, одновременно наблюдаемых в одной или нескольких 
чках пространства. 
Представляют наибольший интерес и наиболее изучены од-

точечные и двухточечные моменты связи второго порядка ме-но 
жду компонентами пульсационных скоростей. Совокупность все-
возможных двухточечных моментов второго порядка образует 
теязор второго ранга 

Ви (ЛГо, M)=vt (М0) Vj (М), (5.2) 

где Мо и М — точки, выделенные в области движения. Значе-
ния моментов, входящих в тензор М), зависят от раз-
мена пульсаций скорости и от тесноты линейной статистической 
связи между пульсациями в двух рассматриваемых точках про-
странства. 

Устремив точку М к точке Мо, получим тензор Bij(Mo) одно-
чечных моментов связи второго порядка. Корни квадратные то 

из 
пр 
пу 
но 
сл 

зн 
к 

диагональных членов этого тензора ("J/%1 , ] / t>2 , 
едставляют средние квадратичные значения трех компонент 
льсационных скоростей в точке М<>. Они выражают интенсив-
сть турбулентности по трем координатным направлениям и 
ужат важной характеристикой турбулентного движения. 

Умножив тензор Вц(Мо) на плотность жидкости и изменив 
аки всех входящих в него моментов на обратные, придем 
знакомому нам тензору напряжений турбулентной вязкости 

- p B t j i M ^ - p v W j . М 

Двухточечные моменты связи между компонентами пульса-
ционных скоростей в одной точке области движения и давле-
нием в другой образуют тензор моментов связи первого ранга 
(вектор) с компонентами г/. (Мй)рг (М). 

Если при составлении двухточечных моментов связи между 
компонентами пульсационных скоростей определять эти компо-
ненты в точке УИо в момент времени о̂, а в точке М в другой 
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момент времени t = to+®, то получим тензор пространственно-
временных моментов связи 

Ви{М0, М, Ъ)=ъ\{М0, t0)v]{M, t). (5.4) 

Вследствие стационарности функций fi этот тензор зависит 
не от моментов времени to я t, а только от разности Ф этих мо-
ментов времени. Устремив в формуле (5.4) точку М к точке Мо, 
получим тензор эйлеровых временных моментов связи 

Ви(М0, b)=vt(M0, to) vj(M0, t). (5.5) 

Значения моментов, стоящих в правой части выражения 
(5.5), отражают размах пульсаций в точке М0 и тесноту линей-
ной статистической связи между пульсациями в этой точке 
в разные моменты времени. 

В качестве примера моментов связи третьего порядка приве-
дем пространственные моменты вида 

vi(M0)vj(M0)Vb(M). 

Всевозможные моменты этого вида образуют тензор треть-
его ранга. 

Вследствие влияния на моменты размаха пульсаций значе-
ния моментов не позволяют судить с полной определенностью 
о статистической связанности пульсаций и тем более сравнивать 
степень связанности в разных частях области движения или 
в разных потоках. Чтобы устранить это неудобство, от момен-
тов связи переходят к коэффициентам корреляции. Коэффици-
ент корреляции представляет частное от деления момента связи 
на произведение средних квадратичных значений пульсирующих 
величин. Так, например, двухточечным пространственным мо-
ментам связи второго порядка соответствуют коэффициенты 
корреляции вида 

R t J ( M 0 , М ) = 1У 0 ) • ' ) J = = — • (5.6) 
Vb'tiMoWVlv'jWf 

Эти безразмерные величины уже не зависят от размаха 
пульсаций, они измеряют одну лишь тесноту статистической 
связи между компонентами пульсационных скоростей. В анизо-
тропном турбулентом течении коэффициенты корреляции, в от-
личие от моментов связи, не образуют тензора. 

Значения коэффициентов корреляции лежат в границах 
- 1 < Я < + 1 . (5.7) 

Статистическая связанность пульсационного движения рас-
пространяется на ограниченные области времени и пространства 
и внутри этих областей изменяется сложным образом. Изучить 
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изменение статистическои связанности пульсации во времени, 
значит представить одноточечные коэффициенты корреляции 
Щ] в функции разности -fr моментов времени tvi to: 

Ь). (5.8) 

Изучить изменение статистической связанности пульсаций 
в пространстве, значит представить двухточечные коэффициенты 
корреляции в функции разностей £f = я , — (*г)о координат фик-
сированной точки М0 и переменной точки М 

Ru=Rv(Mo> С ь С2, С3). (5.9) 

Пространственно-временная связанность пульсаций будет 
описываться зависимостью коэффициентов корреляции от четы-
рех переменных — трех разностей координат и сдвига во вре-
мени 

Ri j—Rij{M(s , Ci, Са, Сз, &). (5.10) 

Зависимости видов (5.8) — (5.10) носят название корреляци-
онных функций. Совокупность корреляционных функций дает 
исчерпывающее представление о статистической связанности 
компонент пульсационного движения. 

В экспериментах чаще всего исследуется корреляция между 
продольными компонентами пульсационной скорости в два мо-
мента времени, в двух точках на продольной оси Oxt или в двух 
точках на оси Охз, нормальной ко дну (стенке трубы). Таким 
образом, наиболее изучены корреляционные функции (•&), 

0, 0) и Ru (0 ,0 , ^з). 
Корреляционные функции знакопеременны. При малых зна-

чениях аргументов £ коэффициенты корреляции всегда поло-
жительны. Затем они переходят через нуль, достигают некото-
рого минимума и далее стремятся к нулю со стороны своих от-
рицательных значений. Среди эмпирически полученных корре-
ляционных функций можно выделить два крайних типа. Функ-
ции, принадлежащие к первому типу, имеют слабый минимум 
I R m t n l < d , приходящийся на большие значения аргумента. 
Практически такие функции можно считать неотрицательными, 
функции второго типа переходят через нуль недалеко от начала 
оси абсцисс и имеют минимум с абсолютной величиной порядка 
Ю - 1 . Пренебрегать их знакопеременностью нельзя. При плоском 

осредненном движении (о2 = 0) функции Ru( f t ) и i?n(£i, 0, 0) 
принадлежат к первому типу, функции ^?и(0, 0, £з) - ^ к о втб-
рэму. Измерения, сделанные в русловых потоках, весьма часто 
обнаруживают явную знакопер.еменность у всех трех функций. 
Иногда измерения дают картину двух- или трехкратной пере-
мены знака коэффициента корреляции. График корреляционной 
функции напоминает в этих случаях график затухающих коле-

аний. Знакопеременность корреляционных функций связана 



с движением больших вихрей турбулентного потока, но не тре-
бует в качестве необходимого условия, чтобы движение боль-
ших вихрей было периодическим. 

Корреляционные функции и ЯцЦи) позволяют по-
строить интегральные масштабы времени и длины пульсацион-
ного движения 

00 
e i ; = J / ? у ( Ж 0 , & ) < Я , (5.11) 

('y)A=J Rij{Mo, (5.12) 
о 

Экспериментальные данные содержат преимущественно све-
дения о масштабах 0ц, (Zn)i H (/Ц)З. 

Когда корреляционные функции принадлежат к первому 
типу, т. е. практически неотрицательны, масштабы 0ij и {Uj)k 
имеют смысл средних взвешенных отрезков времени и длины, 
на протяжении которых пульсационные: скорости остаются ста-
тистически связанными. При резко выраженной знакоперемен-
ное™ корреляционных функций (второй тип функций) этот 
смысл величин 0г-3- и (1ц)к утрачивается. Возможен случай, когда 
знакопеременность такова, что величины 0ц и (/n)i равны 
нулю. Ясно, что это ничего не говорит о среднем периоде и сред-
ней протяженности крупномасштабных турбулентных возму-
щений. 

При наличии знакопеременных корреляционных функций ча-
сто пользуются приемом приближенной оценки периодов и раз-
меров крупномасштабных возмущений по тем значениям аргу-
ментов и при которых корреляционные функции переходят 
через нуль. Так, за характерный период ©i крупномасштабных 
возмущений продольной скорости и за характерный продольный 
размер их Li принимают 

е , = & ( / ? , 1 = 0 ) , £ , = С , ( Я п = 0 ) . (5.13) 

Строгого обоснования этот прием не имеет. Очевидно, всегда 
@i > 0i и Li > 1ц. 

Если осредненное течение вдоль оси Oxi равномерное и пуль-
сационные скорости малы по сравнению с осредненными: 
\v*\ , то со статистической точки зрения хронограмма пуль-
саций в фиксированной точке идентична мгновенному распреде-
лению пульсационных скоростей на прямой, проходящей через 
данную точку в направлении движения. Это представление, 
введенное Д ж . Тэйлором, известно под названием гипотезы 
«замороженной турбулентности». Если гипотеза справедлива, 
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коэффициенты корреляции для скоростей v' \ пространствен-

ны^ в направлении 0х\ и временной при всяком £1 = равны 

R n ( M 0 , О, 0 ) = / ? „ ( Л * о , &), (5.14) 

Отсюда имеем также простое соотношение между инте-
льными масштабами 

( / n ) i = M i . (5.15) 

С п е к т р а л ь н ы е ф у н к ц и и . Можно значительно углу-
бить содержание статистической теории турбулентности, если от 
корреляционных функций перейти к спектральным. Спектраль-
ной функцией называется функция, выражающая плотность рас-
пределения энергии турбулентности по частотам пульсаций. 
Если энергия, приходящаяся на элемент частоты, выражена 
в долях суммарной энергии, т. е. представлена в безразмерном 
виде, говорят о нормированной спектральной функции. Опреде-
лением нормированной спектральной функции su(n) служит 
формула 

сап 

виц 

S u W d n ^ " - ^ * 1 * . (5.16) 

Здесь п — частота пульсаций, [a£(n, n+dn)]2— энергия пуль-
]ий. i-той компоненты скорости, приходящаяся на интервал 

час тот от п до n+dn. 
Нормированная спектральная функция удовлетворяет усло-

(5.17) 
о 

Д ж . Тэйлор [235] показал (в дальнейшем это было доказано 
более строго), что эйлерова временная корреляционная функ-
ция Ru(b) и спектральная функция su(n) связаны друг с дру-
гом преобразованием Фурье. Напомним, что интегральное пре-
образование Фурье двух четных функций fi (р.) и f 2 ( v ) выра-
жается формулами 1 

оо 

fx (р)= ] / 4 i ^ W COS ̂  dv> <5Л8> 
0 

h (v)= / 4 " f ^ c o s ^ (5-19) 

Четная функция y = y ( x ) удовлетворяет условию y ( x ) = y ( — х ) . Корре-
ляционная и спектральная функции четные. 
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Подставив сюда ц = v = 2яп, fi (р,) = Ru (•&), fz(v) = 
Sii (п) = —, получим 
2"]/2я 

ОО 
(&)=j Sa (/г) cos 2im& dn, (5.2Q) 

о 
ОО . 

su (n)=4 j Ru (&) cos 2Kiibdb. (5.21) 
о 

Таким образом, спектральная функция может быть опре-
делена как путем прямых измерений (пропусканием сигнала 
прибора, записывающего пульсации, через узкополосный 
фильтр) , так и путем пересчета по известной корреляционной 
функции. Приравняв в формуле (5.21) частоту п нулю, получим 
начальную ординату спектральной функции 

(0)=4 j" (&) (5.22) 
о 

Определить начальную ординату спектральной функции пу-
тем прямых измерений невозможно. Формула (5.22) позволяет 
сделать это косвенным способом — по известному интеграль-
ному масштабу турбулентности. 

Взаимосвязь между корреляционной и спектральной функ-
циями иллюстрируется рис. 18, на котором представлены два 
крайних случая: а) корреляционная функция положительна при 
всех значениях аргумента (убывает по экспоненте); б) корреля-
ционная функция знакопеременная и знакопеременность та-
кова, что интегральный масштаб турбулентности равен нулю. 
При п — 0 спектральная функция имеет в первом случае макси-
мум, а во втором равна нулю. 

При равномерном осредненном течении вдоль оси xi, когда 
можно воспользоваться гипотезой замороженной турбулентно-
сти, положив в формулах (5.20) и (5.21) i = 1 и •d = £iM> полу-
чаем: 

00 

#11 O M ) = j " S 1 1 ( П ) C O S 2 T W -b-dn, 
0 vl ' 

oo 
4 С Ci 
Vl S 

/ r \ \ . (hi)i . " 

причем su (0) = 4 • _ . 
Vi 

Преобразование Фурье пространственных корреляционных 
функций в общем случае турбулентного движения дает функ-

(5.23) 

(5.24) 
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цию, известную под названием спектра по волновым числам, 
Сгектр по волновым числам не нормируется и записывается 
в виде 

гд 

во 
г £ = % 
змущения; i — отмечает направление компоненты скорости; 

а) £ 
в -

I 
Cik 
пл 
по 
оп 
ци 
С П 

эн 
вы 
лу 

сргг (ki) =4v'i j /?гг(С/) c o s k f a d l i , (5.25) 

2я 
•волновое число; Я — длина волны турбулентного 

Рис. 18. Корреляционные и спектральные функции. 
- п р и п о л о ж и т е л ь н о м к о э ф ф и ц и е н т е к о р р е л я ц и и , 6 — п р и з н а к о п е -

р е м е н н о м . 

направление оси, на которой лежат сопоставляемые точки, 
ектральная функция xpu(ki) с размерностью L3T~2 выражает 
отность распределения энергии г'-той компоненты пульсаций 

волновым числам. Совокупность волновых чисел ki,~ ki, kz 
ределяет волновой вектор к. Наряду со спектральными функ-
ями вида (5.25) в теории турбулентности рассматриваются 
гктральные функции, выражающие плотность распределения 
ергии пульсаций по волновым векторам к и по модулям волно-
х векторов. Спектры по волновым числам не измеряют, а по-
чают путем пересчета из измеренных корреляционных 
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функций. Спектр фи (ki) можно получить из измеренного частот-
ного спектра su (п), используя гипотезу замороженной турбу-

2л п , 
лентности, т. е. применяя соотношение ki = — . ' 

Vi 
Р а с п р е д е л е н и я в е р о я т н о с т е й . В течение долгого 

времени считали (и сейчас нередко постулируют), что пульсации 
скорости в фиксированной точке пространства подчиняются за-
кону нормального распределения (Гаусса) с симметричной функ-
цией плотности распределения вероятностей. Современные экс-
периментальные данные показывают, что в действительности 
распределение пульсационных скоростей уклоняется от нормаль-
ного. О характере и степени уклонения можно судить по знаку 
и абсолютным значениям коэффициента асимметрии распреде-
л е н и я — безразмерной величине, составляемой из одноточечных 
моментов связи второго и третьего порядков 

В случае нормального распределения величина Cs равна 
нулю. Тщательно выполненные измерения мгновенных продоль-
ных скоростей в напорном турбулентном потоке [78] показали, 
что в ядре течения распределения значений имеют отрица-
тельную асимметрию: C S < 0 , причем наибольшая асимметрия 
наблюдается вблизи оси трубы. Отрицательную асимметрию 

dvi 
имеет также распределение производных — — от продольных 

пульсационных скоростей по продольной координате. Этот ре-
зультат, установленный экспериментально, соответствует полу-
ченному в теории локально-изотропной турбулентности выводу 
об отрицательной асимметрии распределения мгновенных раз-
ностей продольных скоростей в двух точках, лежащих на оси, 
параллельной осредненному движению. 

Отрицательная асимметрия распределений продольных пуль-
сационных скоростей и их производных по продольной коорди-
нате отражает следующие свойства турбулентного движения. 

1. Отрицательные отклонения мгновенных продольных ско-
ростей от середины длятся меньше, но являются более глубо-
кими, чем положительные отклонения. 

2. На оси, параллельной осредненному движению, интер-
валы, вдоль которых мгновенная скорость нарастает, длиннее 
интервалов, где она падает. Иными словами, расхождение двух 
частиц жидкости в продольном направлении совершается мед-
леннее, чем их сближение. 

3. Продолжительность возрастания продольной скорости 
в фиксированной точке в среднем меньше продолжительности 
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падения скорости. Эту особенность турбулентных течений легко 
заметить в ветреный день — порывы ветра всегда короче перио-
дов падения его силы. 

5.2. Некоторые физические закономерности в спектре пульсаций 

Изучение энергетического спектра турбулентных пульсаций 
приводит к очень важному для понимания природы турбулент-
ности представлению о передаче энергии от движений одного 
масштаба к движению другого (всегда меньшего) масштаба. Это 
представление, выдвинутое в качественном виде JI. Ричардсоном, 
получило затем глубокое развитие в работах А. Н. Колмогорова 
[7|4] и А. М. Обухова [102]. 

В свете указанного представления наблюдаемый спектр пуль-
саций разбивается на три основных интервала: 1) интервал низ-
ких частот, где совершается отбор энергии от осредненного дви-
жения, или «производство турбулентности»; 2) интервал средних 
частот, для которого характерна передача энергии по спектру 
от малых к большим частотам; 3) интервал высоких частот, где 
происходит рассеяние механической энергии в тепло. 

Если числа Рейнольдса не очень велики, вязкостная дисси-
пация идет во всех интервалах спектра, а также и в осреднен-
ием движении и можно говорить лишь о том, что главная часть 
процесса диссипации приходится на высокие частоты колебаний. 
Если течение характеризуется очень большим числом Рей-
не 
со 
ос 

льдса, то можно считать, что диссипация энергии полностью 
средоточена в высокочастотном интервале. При этом, согласно 
новной идее Колмогорова, турбулентные движения в области 

высоких и средних частот локально изотропны (см. п. 3.1). 
Линейные размеры возмущений, относящихся к двум край-

ним интервалам спектра, принято характеризовать с помощью 
внутреннего и внешнего масштабов турбулентности. Внутренний 
масштаб турбулентности U, определяющий размеры наимень-
ших высокочастотных вихрей, зависит от физических свойств 
жидкости и не имеет прямой связи с геометрией течения. Внеш-
ний масштаб турбулентности 1, определяющий размеры наибо-
лее крупных низкочастотных вихрей, если числа Рейнольдса 
очень велики, зависит только от геометрии течения. Крупные 
вихри, по выражению Обухова, «должны как-то приспосабли-
ваться к размерам в форме русла» [102]. 

Особенности турбулентных движений в интервалах средних 
и высоких частот при очень большом числе Рейнольдса для те-
чения в целом выражаются двумя гипотезами подобия Колмо-
горова. Согласно первой гипотезе подобия, все статистические 
характеристики высокочастотной турбулентности полностью 
определены тремя величинами: плотностью Жидкости р, ее вязко-
стью р. и средней скоростью диссипации энергии турбулентности 
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в единице массы жидкости е т . При достаточно больших чис-
лах Рейнольдса скорость диссипации е т равна полной скорости 
диссипации энергии е (прямого перехода в тепло у энергии ос-
редненного движения нет). 

На основании первой гипотезы подобия, используя сообра-
жения размерности и равенство е т = е, получаем следующее вы-
ражение внутреннего масштаба турбулентности: 

= (5-26) 

Соответствующий масштаб времени будет равен 

(5.27) 

Величины lv и 0v определяют порядок длин волн и периодов 
высокочастотных возмущений в турбулентном потоке. Пользуясь 
ими как единицами длины и -времени, будем получать во всех 
потоках с большими числами Рейнольдса одно и то ж е распре-
деление вероятностей мелкомасштабных компонент скорости. 
Переход от величин U и 0V к средним значениям длин и перио-
дов волн совершается с помощью эмпирических коэффициентов 
пропорциональности. 

Каковы значения /v в русловом потоке? Чтобы ответить на 
этот вопрос, найдем среднюю скорость диссипации на вертикали. 
Считая движение равномерным, воспользуемся для энергии, рас-
сеиваемой в ядре течения, формулой (3.31), а скорость рассея-
ния в слое выступов шероховатости ( 0 < z = ^ А, А<С/г) определим 

произведением и (А). Будем иметь 
Р 

( ё ) с Р = Р h (5.28) 

Введя сюда выражение градиента скорости (4.1), выполнив 
интегрирование и использовав равенство (4.12), получим 

Если в формулу (5.29) подставить значения / и U, характер-
, ные для русловых потоков с небольшими числами Фруда, и пе-
ренести подсчитанные значения скорости диссипации энергии 
в формулу (5.26), получится, что значения внутреннего масш-
таба турбулентности имеют порядок десятых долей миллиметра, 
т. е. сравнимы с диаметром песчинок речного дна. С помощью 
формулы (5.27) можно найти, что соответствующие частоты ко-
лебаний измеряются десятками и сотнями герц. 
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Согласно второй гипотезе подобия Колмогорова, в области 
ергдних частот, именуемой инерционным интервалом спектра, 
статистические характеристики движения не зависят от плотно- < 
ет * и вязкости жидкости и полностью определяются величиной е. 

Вторая гипотеза позволяет судить о пространственной неод-
нородности поля пульсаций и о виде энергетического спектра 
в инерционном интервале. Пусть Да есть разность абсолютных 
значений мгновенных скоростей в двух точках потока, разделен-
ных расстоянием Ах, которое мало по сравнению с внешним 
масштабом турбулентности и велико по сравнению с внутренним 
масштабом: l^>Ax~>U. Тогда, согласно второй гипотезе и в со-
ответствии с размерностями величин Av, Ах и е, должно быть 

( Д ® p ~ ( e A j c £ ' \ (5.30) 

Спектральная функция x${k) в инерционном интервале вол-
новых чисел k т акже должна определяться скоростью диссипа-
ции энергии. Соображения размерности сразу дают вид этой 
функции 

с p ( £ ) = e ! V v \ (5.31) 
В силу условия локальной изотропии расстояние Дх в фор-

муле (5.30) и волновое число k в формуле (5.31) не различаются 
по направлениям. Формула (5.30) известна под названием «за-
кон двух третей», а формула (5.31), впервые полученная 
А. М. Обуховым [102],— «закон пяти третей». 

Опыт и некоторые теоретические расчеты показывают, что 
область действия закона пяти третей не ограничена инерцион-
ным интервалом, но простирается довольно далеко в низкочас-
тотный интервал спектра, где условия локальной изотропии уже 
не соблюдаются (см. п. 5.4). 

Соотношения (5.26), (5.27), (5.30) и (5.31) действительны 
для всех турбулентных течений, характеризующихся достаточно / 
большими числами Рейнольдса. Получить столь же универсаль- ' 
ные соотношения в интервале низких частот невозможно вслед- " 
стзие сложной зависимости масштабов низкочастотной турбу-
лентности от геометрии течений. 

Если, однако, ограничиться так называемой пристеночной 
турбулентностью, т. е. течениями в открытых руслах, трубах 
и пограничном слое, то можно прийти к некоторым полезным 
результатам, имеющим общее значение для всего этого класса 
течений. Будем при этом различать локальные внешние м а с ш - ^ 
табы турбулентности, величины которых меняются в зависимо-
сти от положения точки по отношению к твердым границам по-
тока, и глобальные внешние масштабы, связанные только с по-
перечными размерами потока в целом. 

В придонной области открытого потока, так же как и в при-
стгночной части пограничного слоя или потока в трубе, можно 
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считаться с влиянием лишь одной ограничивающей поверхности 
и вводить соответственно лишь один определяющий геометриче-
ский параметр —-расстояние г данной точки от этой поверхности. 
При этом поле крупномасштабных пульсаций, как и поле осред-
ненных скоростей, будет полностью задано величинами р, То и г. 
Локальный внешний масштаб турбулентности напишется в виде 

Определенный формулой (5.32) масштаб I с точностью до по-
стоянной совпадает с длиной «пути перемешивания» Прандтля. 
Записав турбулентную вязкость, по аналогии с молекулярной 
вязкостью, в виде произведения длины I на скорость попереч-
ного переноса = получим vT~o#z. Вместе с формулой 
(3.20) это соотношение дает формулу градиента скорости (4.1), 
т. е. логарифмический профиль скоростей. 

Переходя к глобальным масштабам низкочастотной турбу-
лентности, необходимо выделить два вида этих масштабов: 
масштабы, которые служат характеристиками самих движу-
щихся в потоке больших вихрей, и масштабы, которые характе-
ризуют их последовательность. Масштабы первого вида опреде-
ляют порядок размеров вихрей и порядок времени, за которое 
вихрь проходит через фиксированное сечение (смещается на 
свой продольный размер) . Масштабы второго вида определяют 
порядок расстояний между последовательно движущимися вих-
рями и порядок частоты их движения (появления в данном се-
чении). 

Размеры больших вихрей ограничены поперечными разме-
рами потока. Отсюда следует, что линейным масштабом боль-
ших вихрей плоского открытого потока служит его глубина 

Скорость движения больших вихрей может несколько отли-
чаться от средней скорости течения, однако разность двух ско-
ростей не должна быть больше масштаба пульсацион'ных скоро-
стей у*. Поскольку же динамическая скорость обычно на 
порядок меньше средней скорости U, то при построении времен-
ного масштаба больших вихрей разностью между скоростью 
вихрей и средней скоростью потока можно пренебрегать. Таким 
образом, временной масштаб больших вихрей записывается 
в виде 

(5.32) 

(5.33) 

L=h. (5.34) 

0 А 
и • (5.35) 
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ви 
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В равнинных речных потоках значения масштаба © равны 
- 1 0 1 с. 
Период времени между прохождением через данное сечение 

fx последовательных больших вихрей должен зависеть от 
гаа генерации этих вихрей, т. е. от интенсивности порождения 

рбулентности. Кроме того, он должен быть связан с размерами 
ф е й и, следовательно, с поперечным размером потока. Так 

производство энергии турбулентности равно диссипации 
ргии, то мы получаем следующее выражение для временного 

асштаба цепочки больших вихрей: 

/з (5.36) 

к 

ме 
ро 

Линейный масштаб, определяющий порядок расстояний 
жду смежными вихрями, найдем, умножив время Т на ско-
л ь движения вихрей 

(5.38а) 

по 

70 
чи 

Т= \—Г 

Подставив сюда выражение ( е ) с р по формуле (5.29), имеем 
^ hi h_ I С2 у/з 

v2/°U4> U (5.37) 

Отношение А/Л определяет величину числа Струхала для це-
ши больших вихрей руслового потока 

S h — А - ^ М - У ' TU \ С 2 } ' (5.386) 

При значениях коэффициента Шези С в пределах от 30 до 
м1/2/с, число Sh меняется от 0,22 до 0,13, а обратная ему вели-
на — безразмерный шаг цепочки Л/А — от 4,5 до 8. 

777777777777,177777777/777777777777777777777777777777777777777777777777,777777777777777777777777Г/ 

Р и с . 19. Б о л ь ш и е в и х р и р у с л о в о г о п о т о к а . 

Схематическое 'изображение цепочки больших вихрей русло-
воЬо потока дано на рис. 19. Как видно на этом рисунке, в тыло-
вой части большого вихря идет-сосредоточенный подъем сильно 
за зихренной жидкости из придонного слоя потока к свободной 
поверхности. В его лобовой части жидкость, рассеявшая свою 
турбулентную энергию, но приобретшая большой продольный 
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импульс, опускается обратно на дно. Новая техника визуализа-
ции турбулентных течений с помощью пузырьков электролитиче-
ски выделенного водорода позволила в последние годы детально 
изучить эти процессы. Первый из них обычно именуют «выбро-
сом» (burst) , второй — инжекцией. Выбросу отвечает мгновен-
ный минимум продольных скоростей у дна, инжекции — макси-
мум. За более подробными сведениями отсылаем читателя к об-
зорной статье У. Уилмарта [247], где указана и основная литера-
тура. . 

5.3. Эксперименты и натурные наблюдения 

Турбулентность открытых потоков изучена меньше турбу-
лентности напорных течений и пограничного слоя. Особенно 
ощутим недостаток опытных данных по естественным потокам. 
Д о начала 40-х годов XX в. эти данные ограничивались изме-
ренными значениями интенсивности продольных пульсаций. 

Лабораторные исследования структуры открытых турбулент-
ных потоков были начаты в СССР по инициативе и под руковод-
ством М. А. Великанова. Его сотрудниками Е. М. Минским 
и Б. А. Фидманом было выполнено несколько ценных экспери-
ментальных работ. Их результаты освещены в монографии Мин-
ского [90] и в статьях Фидмана [138—140]. Основная часть этих 
исследований велась путем фото- и киносъемки визуализирован-
ных течений. В дальнейшем та же техника была применена 
в экспериментах И. К. Никитина и А. Б. Клавена. А. Б. Клавен 
исследовал движение больших вихрей. 

Переход к лабораторным исследованиям с помощью термо-
анемометров с пленочными датчиками (основного современного 
измерительного прибора для водных потоков) произошел лишь 
около 10 лет тому назад. К настоящему времени мы распола-
гаем данными трех циклов таких исследований: Ф. Райхлена, 
Р. Мак-Квиви и Е. Ричардсона и X. Имамото. 

Статистические характеристики турбулентности естествен-
ного потока (одноточечные корреляционные функции продоль-
ных пульсаций) были впервые получены А. Калинским на 
р. Миссисипи в 1942 г. С конца 50-х до начала 70-х годов 
обширные исследования речной турбулентности были выполнены 
на реках Днестре и Турунчук Д. И. Гринвальдом. К этому же 
времени относятся (имевшие относительно узкую программу) 
исследования Ш. Иокоси на р. Уджи и канале Сосуи (в Япо-
нии). • 

Таким образом, за последние 10—-15 лет объем опытных дан-
ных по турбулентности открытых и, в частности, естественных 
потоков существенно увеличился. Все измерения в реках велись 
с помощью малогабаритных вертушек. Так как турбулентность 
открытых потоков имеет много общего с турбулентностью 
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трубах и пограничном слое, а последняя изучена более полно, 
дальше, наряду с данными по открытым потокам, мы восполь-
мся некоторыми экспериментальными результатами, относя-
мися к течениям в трубах и турбулентном пограничном 

ое. 
И н т е н с и в н о с т ь т у р б у л е н т н о с т и . Н а рис. 20 пред-

авлено распределение интенсивности турбулентности по ра-
усу аэродинамически гладкой круглой трубы по опытам 

ж. Л а у ф е р а 1 . Средние квадратичные значения осевой v', ра-
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Рис. 20: Распределение интенсивности турбулентности по радиусу трубы 
(по Лауферу). 

1 — Re=50 • 103, 2 — Re=500 • 103. 

дуальной v'r и окружной пульсационных скоростей отнесены 
к динамической скорости. Опыты Лауфера велись в латунной 
трубе с внутренним диаметром 24,7 см. Скорости воздушного 
потока измерялись термоанемометром. На рис. 20 показано рас-
пределение интенсивности турбулентности для двух чисел Рей-
нольдса: Re = [ / -2ro/v. Графики позволяют сделать следующие 
выводы. 

1 Автор не имел возможности воспользоваться оригинальным отчетом 
Лауфера. Приведенные графики взяты из книги Коркорана, Опфелла и 
Се:1джа [165]. 
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1. Влияние числа Рейнольдса на распределение пульсацион-
ных скоростей в обследованном диапазоне чисел Re прояв-
ляется лишь в пристенном слое, причем большему значению Re 
отвечает несколько большая неравномерность распределения. 

2. На оси трубы соблюдается условие изотропии 

] Л , ; 2 = У V* ^ Y v ' v (5.39) 

3. Распределение осевой пульсационной скорости отличается 
наибольшей неравномерностью (рис. 20 а). Вблизи стенки ее 
значение достигает 2,6а.,.. Увеличение числа Рейнольдса способ-
ствует смещению максимума • к стенке и делает этот 
максимум более острым (рис. 20 б) . 

4. Распределение радиальной пульсационной скорости отли-
чается наибольшей равномерностью (рис. 20 в). Ее максимум на 
расстоянии ~0 ,1г 0 от стенки составляет всего лишь (1,0^-1,1) и*. 

5. Распределение окружной пульсационной скорости имеет 
черты, промежуточные между распределениями осевой и ради-
альной скоростей (рис.. 20 г). Пристенный максимум величины 

y ^ v j изменяется в обследованном диапазоне чисел Re от 

1,3а* до 1,7а*. 
Если имеется два потока: один гладкостенный, с достаточно 

высоким числом Рейнольдса, другой в шероховатом русле с не 
очень большой относительной шероховатостью и динамическая 
скорость у них одинакова, пульсационные скорости у них также 
одни и те же. Динамическая скорость является масштабом пуль-
сационных скоростей. Первым обратил на это внимание 
Б. А. Фидман [138]. В опытах Никитина [99], с течениями в от-
крытых лотках с гладким и шероховатым дном придонный мак-
симум ~Vи' г был получен равным 2,1а*. При гладком дне этот 
максимум наблюдался в зоне перехода от вязкого подслоя к ядру 
течения, при шероховатом дне — немного выше вершин высту-
пов шероховатости. В более поздних опытах Никитин [100] об-
наружил существование второго, более слабого максимума 

1 ^ и ' 2 на уровне свободной поверхности. 
На рис. 21 представлен график распределения вертикальной 

составляющей пульсащионной скорости в плоском открытом по-
токе, построенный Никитиным [99] по данным большого ряда 
лабораторных и натурных измерений. Он почти полностью со-
впадает с графиком Лауфера . 

На рис. 22 показаны изолинии относительных продольных 

пульсационных скоростей Vи'* jtt в живом сечении р. Туруц-
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чу*, по измерениям Гринвальда [26]. Интенсивность продольных 
пульсаций вблизи стрежня потока минимальная — 5 - ^ 7 % от 
осоедненных скоростей. Ко дну и берегам она увеличивается до 
15—20%. 

К о р р е л я ц и о н н ы е ф у н к ц и и и р а з м е р ы б о л ь -
ш и х в и х р е й . Н а рис. 23 а представлена временная корреля-
ционная функция Rxx(ft), полученная Райхленом [217] в откры-
том лотке с наполнением А = 10,9 см, при скорости течения 
25,6 см/с, на расстоянии 3,8 см = 
= 0,35А от дна . Н а рис. 23 б д а н а 
т а к а я ж е функция по измерени-
ям: Гринвальда [27] на р. Турун-
чук. Глубина вертикали состав-
л я л а 5,6 м, скорость течения 
0,^ м/с. Измерения производи-
лись в точке, отстоявшей на 
1,:.2 м = 0,2А от дна . 

Обе функции имеют один и 
тог ж е общий вид. Переход че-
рез нуль приходится в лотке на 
сдвиг по времени ®х = 1,1 с, что 
отвечает продольному размеру 
вихрей L x = U@x = 28 см = 
= 2,4/г. В реке переход корре-
ляционной функции через нуль 
приходится на сдвиг по времени 
© s = 30 с, чему соответствует 
продольный размер вихрей L x = 
= U@x= 12 м = 2,1 А. Т а к к а к 
размеры вихрей имеют порядок 
глубины потока, то время в ж 
д о л ж н о быть приблизительно од-
ним и тем ж е во всех точках, 
вертикали. Это хорошо подтвер-
ждается натурными измере-
ниями Гринвальда [27]. И м а м о т о [190], экспериментируя в ла -

2 
бо заторном лотке, нашел, что в интервале 0,1 < — < 0 , 9 не зави-
сит от 2 и интегральный масштаб 0Жж. Т а к к а к опыты И м а м о т о 
относятся к невысоким числам Рейнольдса (от 4,38- 103 до 21,4 X 
X : О3), то нормированный м а с ш т а б QXxU/h оказался меняющимся 
(возрастающим) вместе с Re. 

Приведенные опытные значения длины Lx более чем в два 
рака превосходят глубину потока. Это свидетельствует об эл-
липтической форме продольных сечений больших вихрей. Эллип-
тичность больших вихрей руслового потока была ранее установ-
лена в опытах Фидмана [139]. Д е т а л ь н ы е наблюдения, произве-
денные с помощью скользящей киносъемки Клавеном, показали , 

0,2 OA о,в 

Рис. 21. Распределение вер-
тикальной пульсационной ско-
рости по глубине открытого 

потока. 
1 — и з м е р е н и я в о р о с и т е л ь н ы х к а -
н а л а х , 2 — о п ы т ы М и н с к о г о , 3 — 

о п ы т ы Н и к и т и н а . 



что вихри вытянуты вдоль потока тем сильнее, чем больше ме-
ста они занимают по глубине. У вихрей с отношением малой 
(вертикальной) оси к глубине больше 0,7 отношение большой 
(продольной) оси к глубине достигает 5-f-6 [64, 65]. Изменяя 
шероховатость дна лотка, Клавен нашел, что расстояние между 
смежными вихрями уменьшается при увеличении шероховатости 
[66]. Этот результат качественно согласуется с теоретическим 

Рис. 22. Изолинии продольных пульсационных скоростей в живом сечении 
р. Турунчук (по Гринвальду). 
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Рис. 23. Временные (одноточечные) корреляционные функции ЯХх(,Щ. 
а — по и з м е р е н и я м Р а й х л е н а в л а б о р а т о р н о м л о т к е , б — по и з м е р е н и я м Г р и н в а л ь д а 

н а р . Т у р у н ч у к . 

соотношением (5.38а). Д л я оценки среднего расстояния между 
вихрями данных цока недостаточно. 

А. Фавр [135] исследовал двухточечную пространственно-вре-
менную корреляцию между пульсационными скоростями в по-
граничном слое обтекаемой потоком воздуха плоской пластины'. 
Изменяя величину времени сдвига -& = t — to, он установил, что 
для каждой пары точек, расположенных в области движения, 

84. 



существует некоторое значение •0 = '0 т , при котором коэффи-
циент корреляции достигает максимального значения. Величину 

Фавр назвал оптимальным временем запаздывания. Д л я то-
чек, лежащих на оси, параллельной среднему движению, вели-
чина Ф т определяется в первом приближении как время, ком-
пе нсирующее среднее движение 

24 * 
и(М0) + и(М) 

(5.40) 

Фиксировав точку М0, опишем вокруг нее сферу произволь-
ного радиуса г и найдем затем путем вариации временем Ф зна-

а) 
"Х-

• — X • — X 
ЬО 
0,5 
о 

Рис. 24. Пространственно-временные корреляционные функ-
ции в пограничном слое на пластине вдоль линий наиболь-
ших из максимальных корреляций (по Фавру). Re3 = 

= 2 7 , 9 - Ю 3 . б — толщина пограничного слоя. 
1 — д л я п о л о с ы п р о п у с к а е м ы х ч а с т о т 1—2500 Гц, 2 — т о ж е 1—275 Гц, 

3 — н а л и н и и т о к а при •№=0; а 1 - = 0 , 0 3 , б § - = 0 , 1 5 , в — 1 - = 0 , 7 7 . 

чения максимальных коэффициентов корреляции для конечного 
мне жества точек, лежащих на поверхности сферы. Если сфера 
проведена в области плоскопараллельного осредненного движе-
ния 
ции 
нен 

то наибольшие из максимальных коэффициентов корреля-
будут "получены на концах диаметра, совпадающего с осред-

зой линией тока. В плоскопараллельном движении линии 
тока являются линиями наибольших из максимальных коэффи-
цие 
мак 
ния 
На 
коэ 

1тов корреляции. В пограничном слое линии наибольших из 
симальных коэффициентов корреляции не совпадают с ли-
ми тока, хотя и расходятся с последними не очень сильно, 
рис. 24 показаны полученные Фавром графики изменения 
|>фициентов двухточечной пространственно-временной корре-

ляции продольных скоростей вдоль линии наибольших из мак-
симальных корреляций. Н а рис. 24 видно, что оптимальному 
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времени запаздывания отвечают высокие значения коэффи-
циента корреляции на расстояниях, для которых пространствен-
ная корреляция уже сделалась незаметной. Это свидетельствует 
о значительной «живучести» турбулентных вихрей, о способности 
их сохранять свои индивидуальные свойства на больших подлине 
участках пути. Н а этих графиках видно также, что сохраняе-
мость усиливается с переходом к низкочастотным пульсациям, 

наибольшей «живучестью» 
обладают крупномасштаб-
ные вихри. 

Э н е р г е т и ч е с к и е 
с п е к т р ы . П у л ь с а ц и и 
о ч е н ь н и з к о й ч а с т о -
т ы . На рис. 25 показаны 
нормированные энергетиче-
ские спектры продольных 
пульсаций по опытам Лау-
фера в аэродинамически 
гладкой трубе прямоуголь-
ного сечения и по двум опы-
там Райхлена [217] в гид-
равлически гладком откры-
том лотке. Измерения Лау-
фера были выполнены в точ-
ке, отстоявшей от стенки на 
0,7 полувысоты канала , из-
мерения Райхлена — в точ-
ках, отстоявших от дна на 
0,75 и 0,80 глубины. Спект-
ральные функции представ-
лены на рис. 25 в безразмер-
ных координатах: Usxx/h, 
hn/U. Как видно на этом ри-
сунке, безразмерные норми-
рованные спектры в трубе и 
в лотке практически совпа-
дают. В интервале средних 
частот спектральные функ-

ции подчиняются «закону пяти третей». 
На рис. 26 приведены спектральные функции, полученные 

Гринвальдом в трех точках вертикали на р. Турунчук [27]. Глу-
бина вертикали составляла 5,45 м, средняя скорость — 0,44 м/с. 
Так как измерения велись вертушкой, они оставляют диапазон 
высоких частот (больше 3 р а д / с ^ 0 , 5 Гц) неосвещенным. В диа-
пазоне круговых частот от 0,2 до 3,0 рад/с спектральные функ-
ции очень хорошо следуют «закону пяти третей» и лишь в зоне 
низкочастотного максимума плотности энергии опытные точки 
отходят от этого закона. 

Рис. 25. Нормированные спектры про-
дольных пульсаций. 

1 — по опытам Лауфера в т р у б е п р я м о у г о л ь -
ного с е ч е н и я , г / Л = 0 , 7 ; 2 — по о п ы т а м Р а й х -
л е н а в о т к р ы т о м л о т к е , z/h=0,75; 3 — т о ж е , 

zlh=0,80. 
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Хорошее согласие с «законом пяти третей» у измерений, сде-
ланных в речном потоке, было установлено также в натурных 
исследованиях Иокоси [253]. . 

и'2sхх с м ^ с 

Рис 
скор 

а — 
нутв 

0,5 1,0 2,0 3,0 2лпрод/с 
I I I I I 

0,1 0,5 1,0 2,0 3,0 2пп рад /с 
I I i I 

0,2 1,0 2,0 3,0 2кпрад/с 

Рис. 26. Спектры продольных пульсаций в трех точках 
вертикали на р. Турунчук (по Гринвальду). 

Длительные непрерывные наблюдения над пульсацией скоро-
стей в одной и той же точке вертикали обнаруживают колеба-
ния скорости очень низкой частоты — на один-два порядка 

27. Колебания поверхностной 
ости на стрежневой вертикали 
р. Угам у с. Ходжикент (по 

В. В. Дементьеву). 
[1ри с г л а ж и в а н и и по с к о л ь з я щ и м 5-ми-
ы м и н т е р в а л а м , б — т о ж е по 10-ми-

н у т н ы м и н т е р в а л а м . 40 t мин 

меньше характерной частоты 1/Т следования больших вихрей 
руслового потока. Р я д интересных данных о таких колебаниях 
был получен среднеазиатской экспедицией ГГИ в 1959—1961 гг. 
Некоторые из этих данных приведены в статье В. В. Дементьева 
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[41]. На рис. 27 показан заимствованный из этой статьи график 
колебания поверхностной скорости на стрежневой вертикали гид-
роствора на р. Угам, а на рис. 28 — график колебания скоростей 
в трех точках прибрежной вертикали тидроствора на р. Сыр-
дарье. Наблюдения на обоих гидростворах производились в ме-
жень. Ширина р. Угам около 20 м, глубина на вертикали 1,75 м; 
ширина р. Сырдарьи около 100 м, глубина на вертикали 1,1 м. 
Н а графиках по р. Угам отчетливо выделяются колебания с пе-
риодом около 25 мин, а на графиках по р. Сырдарье — колеба-
ния с периодами в 15 и 30 мин, синхронные во всех трех точках 
вертикали. Графики на рис. 28, кроме синхронности колебаний, 

интересны и тем, что служат 
хорошей иллюстрацией от-
рицательной асимметрии 
распределения продольных 
пульсационных скоростей: 
падения скоростей резкие и 
глубокие, повышения плав-
ные и растянутые. Наблюде-
ния, проведенные экспеди-
цией ГГИ на р. Варзоб 
у кишл. Даган-Ата, позво-
лили выявить колебания 
расхода воды в этой реке 
с периодами около 10 и око-
ло 30 мин (ширина гидро-
створа 30 м, средняя глуби-
на 1,2 м, средняя скорость 
течения 1,8 м/с) . 

Аналогичные результаты получил Иокоси [253], производив-
ший измерения вблизи свободной поверхности на стрежневой 
вертикали гидроствора на р. Уджи. При глубине вертикали 2,0 м 
и средней скорости 1,28 м/с он обнаружил колебания скорости 
с периодом около 10 мин, а в другом цикле измерений при при-
мерно тех же значениях глубины и средней скорости — колеба-
ния с периодом около 15 мин. Ширина гидроствора на р. Уджи 
100 м, уклон свободной поверхности 0,00026. Основываясь на по-
лученных данных, Иокоси предложил гипотезу о существовании 
в открытых потоках плановой (по терминологии Иокоси, «гори-
зонтальной») турбулентности с возмущениями, длина которых 
имеет порядок 10.8. Возмущения такого рода следует, по-види-
мому, представлять в виде шахматной дорожки двумерных вих-
рей, заставляющих поток попеременно отклоняться то к одному, 
то к другому берегу. Это представление используется в некото-
рых теоретических работах по устойчивости подвижного русла 
и дает возможность объяснить возникновение побочней. Учиты-
вая, что у естественных потоков ширина всегда велика по 
сравнению с глубиной и что у них поэтому имеются не один, 
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Рис. 28. Колебания скорости в трех точ-
ках прибрежной вертикали на р. Сыр-
дарье у кишл. Ак-Джар, сглаженные по 
скользящим 2-минутным интервалам (по. 

В. В. Дементьеву). 
1 — на расстоянии от дна 0,8 h, 2 — то же, 

0,4 h, 3 — то же, 0,2 h. 



два характерных поперечных размера (h и В), гипотеза о су-
ществовании двух соответствующих масштабов турбулентности 
не может быть отвергнута априори. 

Альтернативу гипотезе Иокоси составляет стохастическая 
концепция возникновения пульсаций очень низкой частоты. Со-
гласно стохастической концепции, долгопериодные колебания 
скорости объясняются колебаниями частоты следования основ-
ных структурных элементов руслового потока—вихрей масш-
таба h, т. е. тем, что эти вихри по законам случайности состав-
ляют группы и среднее расстояние между группами вихрей на 
порядок больше среднего расстояния между отдельными вих-
рями. Групповой характер движения больших вихрей подтверж-
дается наблюдениями Клавена [65] над визуализированным те-
чением в лабораторном лотке. Известно принадлежащее 
Е. Е. Слуцкому [123] математическое доказательство того, что 
Цикличность свойственна всем стационарным случайным после-
довательностям. 

Приведенные выше численные данные о пульсациях очень 
низкой частоты говорят скорее в пользу стохастической при-
роды этих пульсаций, чем в пользу гипотезы Иокоси. Это видно 
из того, что воспользовавшись наблюденными периодами пуль-
саций т и подсчитав длины возмущений тU, нельзя обнаружить 
никакой их связи с ширинами русел, в то время, как их пропор-
циональность глубинам прослеживается. Окончательный вывод 
девать, однако, -преждевременно, так как данных мало и они 
недостаточно точны. 



Глава III 
Осевая и плановая модели движения воды 

в открытом руеле 

6. Осреднение трехмерных уравнений 
по поперечному сечению потока 

6.1. Осреднение уравнений по вертикали 

В большинстве практических задач используются упрощен-
ные модели движения воды в открытом русле — осевая и плано-
вая. Существо этих моделей состоит в том, что к временному 
осреднению уравнений Навье—Стокса, выполненному в уравне-
ниях Рейнольдса, добавляется пространственное осреднение по 
поперечным измерениям потока. В плановой модели элементы 
движения осредняются по глубине. Кинематически это дает дву-
мерное векторное поле средних скоростей на вертикалях. Си-
стему векторных линий этого поля называют планом течения. 
В осевой, или одномерной, модели элементы движения дополни-
тельно осредняются по ширине живого сечения, становясь функ-
циями одной пространственной переменной — расстояния, отсчи-
тываемого по продольной (вообще говоря, криволинейной) оси I. 

Теория одномерного движения интенсивно разрабатывалась 
в XIX и первой половине XX в., и в том, что касается плавно 
изменяющегося движения, представляется почти законченной. 
Теория планового движения, имеющая более узкую область при-
менения и зародившаяся сравнительно недавно (в 1930-х го-
дах) , продолжает развиваться. 

Составление уравнений планового и одномерного движения 
путем пространственного осреднения полных уравнений Рей-
нольдса было произведено Н. А. Картвелишвили [63]. Д л я полу-
чения законченных результатов потребовались, однако, два 
упрощающих предположения: русло имеет вертикальную плос-
кость симметрии, вектор скорости на дне равен нулю. Мы огра-
ничимся здесь осреднением трехмерных уравнений движения 
в форме двух первых уравнений системы (3.18), т. е. будем 
иметь в виду открытые потоки с большим отношением ширины 
к глубине и удовлетворяющие условиям плавной изменяемости. 
При осреднении уравнения неразрывности достаточно считать, 
что высоты дна имеют непрерывные частные производные пер-
вого порядка по координатам. В этом пункте мы произведем 
осреднение уравнений (3.18) по вертикали, т. е. построим си-
стему уравнений планового движения. 
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Оси координат расположим, как показано на рис. 10. Так 
же | как при составлении уравнений (3.18), будем исходить из 
представления о статистическом сглаживании грядового рель-
ефа дна, т. е. будем считать, что дно потока представляет собой 
плавную поверхность, радиусы кривизны которой велики по 
сравнению с глубинами. Эту поверхность необходимо рассмат-
ривать как гидравлически шероховатую. Отсюда следует, что 
тангенциальные скорости на ней не равны нулю. 

В общем случае дно может быть деформируемым. Поскольку, 
однако, вид интегралов, взятых по вертикали, не зависит от того, 
одна ли граничная поверхность подвижна или обе, положим, 
что меняется во времени только свободная поверхность, а дно 
остается неподвижным. 

В соответствии со сделанными предположениями, будем 
иметь следующие граничные условия для компоненты осреднен-
ной скорости по оси 2: 

(6.1) 

w ( z 0 ) = E ( z 0 y ^ + v ( z 0 ) ^ ± . (6.2) 

Начнем с уравнения неразрывности. Взяв за исходное трех-
мерное уравнение из системы J 3 . 1 8 ) , произведем его почленное 
интегрирование по аргументу z в пределах от 2 = 2о до z = z'. 
Использовав правило дифференцирования под знаком интеграла 
с ве ;рхним пределом, зависящим от параметра, учтя граничные 

/С 14 /с оч d z ' d h 

эвия (6.1) и (6.2) и сделав подстановку —^— = 

учим 
1 ( 6 - 3 ) 

=0, (6.4) 

ду 
Z о J Zo 

dkU . dhV . dh 
дх ~г ду + Й 

также 

d i v q + 4 f - = 0 . (6.5) 

Здесь U и V — компоненты вектора средней скорости на вер-
тикали W = Uex+Vey-, q = /iW — вектор элементарного расхода. 

Перейдем к осреднению уравнений движения. Чтобы облег-
чит]. операцию осреднения, преобразуем предварительно с по-
мощью трехмерного уравнения неразрывности конвективные 
члены уравнений движения (3.18) так же, как были преобразо-
ваны конвективные члены уравнений Навье—Стокса при их 
осреднении по времени (см. п. 3.2). Обозначив касательные 
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напряжения —ри w =rzx и —pv w =rzy, получим следующую 
систему: 

ди , ди2 | duv , duw Л дг' \ , 1 dizx „. 
- J 7 - H — т — ( Ь . Ь ) 1 дл: 1 ду 1 д.г 6 \ и дх I 1 р дг 

дг> , да v , дг»2 , ди w дг' , I (6.7) dt < дх ^ ду ' дг 6 ду 1 р дг 
Помимо граничных условий для вертикальной компоненты 

скорости w (6.1) и (6.2), нам понадобятся граничные условия 
для касательных напряжений. На свободной поверхности они 
имеют вид равенств 

( г ' ) = 0 . (6.8) 
На дне представим их с помощью формул трения: 

1 
T Z z x (6-9) 

- f ^ y (zo)=S-5- V 1 +-W ' <6Л0> 

где С — коэффициент Шези. 
Как следует из формул (6,9) , (6.10), мы не делаем различия 

между законами гидравлического трения в неустановившемся 
неравномерном и в равномерном течениях. Допустимость этого 
упрощения при плавно изменяющемся движении подтверждена 
опытом гидравлических расчетов. 

Интегрируя по z в пределах От z = Zo до z = z' члены левой 
части уравнения (6.6) при учете граничных условий (6.1) и (6.2) 
и интегрируя затем члены правой части с учетом граничных 
условий (6.8) и (6.9), получим следующее уравнение движения 
в проекциях на ось х: 

и dz-\—^-§ u2dz-1— 
Zq Zо ZО 

Так как мы не располагаем аналитическими выражениями 
функций u(z) и v (z) при неравномерном, неустановившемся дви-
жении, то единственный способ выразить интегралы от квадра-
тов и произведений этих функций в компонентах V, V средней 
скорости на вертикали состоит в том, чтобы, следуя Буссинеску, 
ввести приближенные соотношения 

z' z' z' 
1 f r , , . . 1 I-j u2dz^-~- j v2dz?x hyV j uv dz = a 0 = c o n s t > 1, 

(6.12) 
hU2 

ZO z0 Zo 
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где а 0 — известный в гидравлике корректив средней скорости 
выражениях для импульса потока. Уравнение (6.11) прини-в 

мает вид 

Дифференцируя произведения элементов движения, заклю-
ченные в скобки и применив плановое уравнение неразрывности 

4), получаем после деления всех членов на глубину h (6 

d(hU) , d(hU2) , • d(hUV) 
—dt ' a ° — 5 F — d y 

V2 

и2 

dU г/1 ч U dh , , , dU , XrdU 
dt 1 4 h dt 1 0 dx 1 0 dy 

- * ( < . - - & ) - * - & v ^ S f - < 6 > 3 > 

Интегрирование уравнения (6.7) производится аналогично, 
да^ая второе уравнение планового движения 

дУ 1 /1 \ У dh i тт дУ i т/ д У 

- Г + ( ! • ~ а°) T I T " 5 7 = 

от 

— ( 6 . 1 4 ) 

Допущение (6.12) о независимости корректива скорости ао 
координат и времени есть дань нашему незнанию, причем не-

избежная, если мы хотим вести расчеты. Утешением здесь может 
сл)гжить только то, что корректив ао в условиях плавно изменяю-
щегося движения изменяется слабо и мало отличается от еди-
ницы. В плоском равномерном потоке с логарифмическим рас-
пределением оередненных скоростей величина ос0 определяется 
выражением 

(6.15) 

При значении параметра Кармана % = 0,4 и значениях коэф-
фициента Шези С, меняющихся от 30 до 70 м'/2/с, величина а0 
изменяется, согласно этой формуле, от 1,07 до 1,01. Средней 
оценкой служит а о = 1 , 0 3 . На участках возрастания скоростей 
по потоку величина а 0 практически равна единице, на участках 
падения скоростей она может быть заметно больше значений, 
определяемых формулой (6.15). Ввиду ограниченной точности 
гидравлических расчетов для потоков, удовлетворяющих, усло-
виям плавной изменяемости, чаще всего пользуются простейшим 
решением: а 0 = 1. 

Так как нам скоро потребуется рассмотреть вопрос об учете 
неравномерности распределения местных скоростей в уравнении 
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одномерного движения, мы воздержимся пока от такого реше-
ния, но тем не менее отбросим в уравнениях (6.13) и (6.14) 

. dh 
члены с производной - щ - ; так как множитель 1 — а 0 делает их 

малыми по сравнению с другими инерционными членами. Заме-
няя, кроме того, отметки свободной поверхности z' суммами 
Zo+h, получим систему уравнений планового движения в сле-
дующем окончательном виде: 

ди 
dt -a ni/ ди 

дх 
V2 

idV , , , dV 

и2 

= 

и2 

V2 

(6.16) 

Система, состоящая из уравнения неразрывности (6.4) 
и уравнений движения (6.16), замыкается с помощью формулы 
Маннинга или какой-нибудь другой формулы для коэффициента 
Шези. Поверхность дна zo = zo(x, у), средний уклон дна io и ко-
эффициент шероховатости должны быть заданы. 

В практических приложениях обычно рассматриваются за-
дачи установившегося планового движения. Уравнения устано-
вившегося движения получают при приравнивании в системе 
(6.4), (6.16) производных по t нулю. Уравнение неразрывности 
приобретает при этом вид 

dhU | i>hV 
dx ду (6.17) 

Это уравнение вместе с дифференциальным уравнением пла-
новых линий тока 

dx dy 
U (6.18) 

указывает на существование плановой функции тока удов-
летворяющей соотношениям: 

hU-- дУ 
ду ' hV=- дУ 

дх (6.19) 

Плановая функция тока обладает теми же свойствами, что 
функция тока в плоском движении жидкости. Чтобы показать 
это, возьмем на плане течения две точки Mi и М% и, проведя че-
рез вертикали, отвечающие этим точкам, цилиндрическую по-
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верхность с произвольной образующей L, определим расход 
жидкости, проходящий сквозь эту поверхность, 

М, Мг 

] < , . „ ) « _ Г 
Mi Mi 

Мг Мг 

= 1 4 ! ^ ^ О И О - ^ М ) (6.20) Mi Mi 

расход жидкости равен разности значений функции тока 
в т эчках Mi и Mz. 

6.2. Уравнения плановой модели в натуральных координатах 

Сложные, криволинейные очертания естественных русел ча-
стсУ заставляют прибегать к описанию планового движения в на-
туральных координатах. Эта система координат полезна также 
npijt переходе от плановой к одномерной модели потока. 

Рассматривая установившееся плановое движение = 0 , 

dU dV п \ , ч 
- ^ - = - ^ - = 0 ) , введем на плоскости (х, у) ортогональную, кри-
волинейную координатную сетку / , 6 с локальным базисом, еди-
ничные векторы которого ti и е& удовлетворяют в каждой точке 
условиям: 

W • e i = W , W • е 6 = 0 . (6.21) 

Это значит, что координатными линиями будут служить пла-
новые линии тока и ортогональные им криволинейные «попереч-
ники». Нормаль к линии тока мы обозначаем через b вместо 
обычного п ввиду того, что буквой b принято обозначать попе-
речные расстояния в открытых потоках. Поскольку движения 
по бинормали в плановой задаче нет, это не может повести к не-
доразумениям. 

Запишем в натуральных координатах уравнение неразрывно-
сти Рассматривая местные оси I, b в произвольной точке М 
плоскости (х, у) как оси прямоугольной декартовой системы, 
имеем, согласно уравнению (6.5), при установившемся движении 

^ + ^ - = 0 , (6.22) 

где qi и qb — компоненты вектора элементарного расхода. Введя 
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Рис. 29. Локальный базис системы плановых натуральных координат. 

угол Ф между местной осью I и осью х (рис. 29), можем пред-
dqb dqb ставить производные 
д I db 

в следующем виде: 

dqb 
db = lim - 4 - [ ^ s i n W 

db 

где -&M — значение угла для точки М. Подставив эти выраже-
ния в уравнение (6.22), получаем 

» 

Производная равна местной кривизне поперечника. Обо-
значая радиус этой кривизны г* и раскрывая обозначение эле-
ментарного расхода, имеем окончательно 

dhW hW 
dl = 0 . (6.23) 

Л е в а я часть уравнения (6.23) есть, очевидно, не что иное, 
как запись в натуральных координатах дивергенции векторного 
поля q(/ , b). Связь между знаком кривизны поперечника и ха-
рактером течения ясна из рис. 30. 
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дл 
на: 

Составляя в системе натуральных координат выражения 
? конвективных членов уравнений планового движения / 
юдим 

гд^ 
би 

Wi и Wb — компоненты скорости W по осям / и Ь. Из подо-
я треугольников на рис. 29 следует 

dWb 

где 
От 

г — радиус кривизны линии тока в точке \М. 
сюда (6.25) переписывается г 

(Wb dl W>-

час 
h И 

и 
на 
не 

dW[ dl 
dl dt 

dWb dl 
dl dt 

• W 

W 

dW 
dl 

dWb 

dl 

(6.24) 

(6.25) 

dl 
,, 1 :dl 

dt dt 
(6.26) 

Переход к натуральным координатам в правых 
:тях уравнений движения прост. Введя , уклоны 

h свободной поверхности к горизонту: 
дг' d 

= — gi0 sin 9 - g — gi0 sin & — g ~ (zQ+h) 

учтя неравномерность распределения скоростей 
вертикали, получаем следующую систему урав-

ний: 

o.0W dW 
dl '' gh • 

W2 

C2h 
W2 , 

«о — = g h -
(6.27) 

Р и с . 30 . 
Спектры те-
чения, отве-
чающие раз-
ным знакам 

кривизны, 
поперечни-

ка. 

Заметим, что при принятом расположении осей х, у угол Ф 
ме|стной оси / с осью л: есть одновременно ее угол с направле-
нием среднего уклона дна. 

Система уравнений неразрывности и движения, записанная 
в Натуральных координатах, содержит пять функций: h, W, С, г 
и г*, и следовательно, формула Маннинга ее не замыкает. Прак-
тически это значит, что применение этой системы в расчетах 
возможно лишь при известном поле глубин, т. е. при наличии 
плана русла в изобатах. Появление лишнего неизвестного, не-
смотря на замену двух компонент скорости результирующей 
скоростью W, обусловлено природой натуральных координат — 
ориентировка осей этих координат в каждой точке плана тече-
ния заранее неизвестна. . 
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6.3. Осреднение уравнений плановой модели по ширине потока 

Сделаем переход от уравнений плановой модели к одномер-
ным уравнениям. Плановое, а с ним и одномерное движение бу-
дем считать неустановившимся. Интегрирование по ширине по-
тока уравнений плановой модели удобно произвести, используя 
натуральные координаты. Изменение сетки натуральных коор-
динат во времени затруднений не вызывает, так как при инте-
грировании поперек русла необходимо учесть лишь изменение 
граничных линий тока (урезов воды). 

Уравнение неразрывности возьмем в форме (6.5). Чтобы про-
интегрировать выражение дивергенции, поступим следующим 

образом. Выделим на мгновенном плане течения линиями урезов 
b = Ь\ и b — Ьг и двумя произвольными поперечниками / = k 
и / = /2 конечную двумерную область площадью й (рис. 31). 
Применяя теорему Гаусса—-Остроградского и учитывая, что эле-
мент площади в натуральной системе координат равен произве-
дению дифференциалов координат dQ = dldb, можем написать 

1гЬг ь2 . Ьг 
J j d i v q dbdl=\q{k, b)db — j' q , b)db = Q (/2) —Q (/,), 

У 

Ъ, 

h 

Р и с . 31 . О б л а с т ь и н т е г р и р о в а н и я п р и о с р е д -
н е н и и п л а н о в о г о у р а в н е н и я н е р а з р ы в н о с т и 

п о ш и р и н е п о т о к а . 

или 

J J div q d b d l = \ ^ - d l , 
• h 

откуда ввиду произвольности поперечников 

( 6 . 2 8 ) 
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Интегрируя второй член уравнения неразрывности, находим 

? т г d b Ч г ] h d b + h Ы . 7 Г - h <*> • £>i 
Гак как при пологих берегах h (bi) = h (b%) = 0, а при отвес-

dbi db-i n ных —— = —— — 0, то получаем 
ь 

j d f d b = = 4 r \ h d b - et • 
b, bt 

В результате одномерное уравнение неразрывности записы-
гся <ю ди, вае 

dt dt 
b 2 bz 
f dh d С , , , dм 

Плановое уравнение неустановившегося движения в проек-
циях на направление касательной к мгновенной линии тока 
имеет вид d w d w w* o m 

Гак как уравнение (6.30) есть уравнение изменения им-
пульса, т. е. содержит (неявно) массу жидкости, то осредняя 
его члены по ширине потока с неравномерным распределением 
глубин, необходимо предварительно умножить их на глубину 
вертикали h. Произведя такое умножение, применив затем пра-
вило дифференцирования произведений функций и использовав 
плановое уравнение неразрывности, получаем 

(6.31) 

При плавно изменяющемся движении член с множителем 
(1 — а0) можно исключить. В результате интегрирования по по-
перечной координате b член, содержащий кривизну поперечника 
1 /г", обращается в нуль, а оставшиеся два члена левой части 
(6.31) при учете уравнения неразрывности (6.29) получают вид 

где 

тив 
пер 

&2 

Г(-
dq dqW\ 'dQ I dQ dWcp 

= co - ^ + а 0 а ' И ^ р - д Г ^ + ( а 0 а ' - 1) W c p - f - , (6.32) 
Q 

Wcp = — средняя скорость в живом сечении; а ' — коррек-(0 
учитывающий неравномерность распределения скоростей по-

ек потока, , 
Ьг . . 

ср 

7* 99 



В треугольном поперечном сечении с распределением скорос-
тей по закону Шези—Маннинга (W~h2/3) корректив а' = 1 , 0 6 5 . 
В обычных широких и распластанных сечениях естественных 
русел а' = 1,02 -г- 1,04. Отсюда среднее значение произведения 
двух коррективов а ^ а ' = а близко к 1,06. Поскольку при плавно • 
изменяющемся движении инерционные члены играют в уравне-
нии движения второстепенную роль, допустимо, полностью пре-
небрегать разницей между значениями а и единицей. Очевидно, 
это нельзя делать при неплавно изменяющемся движении, но 
в этом случае необходимы уже другие уравнения движения. 

Что касается членов правой части уравнения (6.31), то в ре-
зультате интегрирования первого из них продольный уклон 
Ii(l, b) заменяется его средним, взвешенным по глубине значе-
нием I (/), а .выражение для сил трения записывается в традици-
онном виде через среднюю скорость W c р и среднюю глубину 
, , CD 
п = — . В результате приходим к следующему уравнению од-

В 
номерного, плавно изменяющегося движения жидкости в откры-
том русле: • • 

d\Vct> : (ЛГ'С., И:';; 
g -c:;y. (6.34) 

В этом ввде уравнение было впервые написано Сен-Венаном 
(1871 г.). Систему уравнений неразрывности (6.29) и движения 
(6.34) называют уравнениями Сен-Венана. 

7. Гидравлическое сопротивление естественных русел 

7.1 . В и д ы с о п р о т и в л е н и й . С о п р о т и в л е н и е з е р н и с т о й 
ш е р о х о в а т о с т и 

Подвижность дна, колебания ур.овней воды и неправильные 
формы естественных русел делают вопрос об их гидравлическом 
сопротивлении гораздо более трудным, чем вопрос о сопротивле-
нии труб или призматических каналов с жесткими стенками. 

Главные затруднения, имеющиеся на всех участках естествен-
ных русел, обусловлены сложной и меняющейся во времени гео-
метрией поверхности дна. На участках, где движение не является 
плавно изменяющимся, положение усугубляется тем, что потери 
энергии там, как правило, оказываются 'большими, чем потери, 
рассчитанные с помощью формул потерь по длине. Речная гид-
равлика выходит из этого затруднения, заимствуя у гидравлики 
трубопроводов понятия местных потерь энергии и местных со-
противлений. Однако как мы увидим в дальнейшем, эффектив-
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ность применения этих понятии к естественным потокам мала 
и в результате задачи неплавно изменяющегося движения воды 
в реках решаются в настоящее время без достаточной надеж-
ности. 

Рассмотрим сопротивления по длине, которые имеются по-
всюду, а на участках с плавно изменяющимся движением прак-
тически составляют все сопротивление русла. Изложение будем 
вести в терминах одномерной модели и для упрощения записей 
среднюю скорость в живом сечении будем обозначать U. Всюду, 
где могут потребоваться экспериментальные данные, за харак-
терный поперечный размер потока будем принимать его гидрав-
лический радиус 

Сопротивления по длине в естественном русле складываются 
из двух главных частей: 1) сопротивления зернистой поверхно-
сти дна и 2) сопротивления донных гряд. Первое обусловлено 
отрывным обтеканием лежащих на. дне частиц. Соответствую-
щее касательное .напряжение получим, суммируя на единице 
площади дна взятые со знаком минус превышения гидродинами-
ческого давления на лобовой стороне частиц над давлением на 
их тыловой стороне. При этом предполагается, что выбранная 
единица площади велика по сравнению с плОщадыр миделёвого 
сечения частиц. Сопротивление грядового рельефк дна обуслов-
лено отрывным обтеканием донных форм. Говорить о соответст-
вующем касательном напряжении можно, лишь суммируя разно-
сти давления на лобовой и тыловой-сторонах форм по площади 
дна, которая велика по сравнению с квадратом длины форм. Так 
как длина гряд обычно измеряется сотыми, или десятыми долями 
Ширины русла В, то площадь осреднения должна быть по-
рядка Вг. • •• . .'•:•• •.. 

К двум указанным, главным виДам сопротивления по длине у 
малых рек с медленным течением в. летнюю межень добавляется 
сопротивление водной растительности. В зонах, где в зимний пе-
риод имеются устойчивые отрицательные температуры, сопро-
тивление движению воды в этот: период возрастает за счет сил 
трения на нижней поверхности льда. Сопротивление увеличи-
вается еще больше, когда подледные сечения загромождаются 
шугой. На реках с облесенными берегами и особенно на тех, где 
производится молевой сплав, заметный вклад в гидравлическое 
сопротивление вносит сопротивление упавших в реку деревьев 
и затонувших бревен. В реках с высокими концентрациями взве-
шенных наносов- сопротивление движению испытывает влияние 
этой концентрации (см. гл. VI) . 

В том основном случае, когда полное гидравлическое сопро-
тивление русла складывается из сопротивления зернистой шеро-
ховатости и сопротивления'гряд, касательное напряжение на 
дне, осреднеНное по площади порядка В2, есть сумма двух част-
ных касательных напряжений -

" V - L " r . (7.1) 
101. 



Переписав эту формулу в виде 

9gRI,=№RI\ + ?gRIr, ' (7-2) 

имеем далее следующие равенства; 

h / Л 1 - / Г , 

В написанных равенствах индексом А отмечаются величины, 
относящиеся к сопротивлению зернистой шероховатости, а ин-
дексом г — к сопротивлению гряд. Разделение полного уклона 
трения If на два частных уклона / д и 1Г было введено Э. Мейер-
Петером и Р. Мюллером [208]. Г. Эйнштейн [173] предложил 
альтернативное решение: от формулы (7.1) он перешел не к фор-
муле (7.2), а к формуле 

PgRIf=PgRJf+PgRrIf, (7.6) 

т. е. разделил на части не уклон, а гидравлический радиус (сред-
нюю глубину) . Формула (7.6) получила некоторое распростра-
нение в США, однако недостатки ее очевидны. Помимо того, что 
делению глубины трудно придать какой-нибудь физический 
смысл, формула (7.6) порывает с одним из основных принци-
пов гидравлики — принципом аддитивности потерь энергии. Не-
сложный анализ, с применением формулы сопротивления зер-
нистой шероховатости А. Штриклера (см. ниже) , показывает 
также , что предложение Эйнштейна ведет к систематическому 
преуменьшению грядовой составляющей полного сопротивления. 
Недавно это свойство соотношения (7.6) было обнаружено экс-
периментально [226]., Поэтому в дальнейшем мы будем дер-
ж а т ь с я предложения Мейер-Петера и Мюллера . 

Первый вопрос, который возникает при взгляде на равенство 
(7.3), есть вопрос об относительном весе двух членов его пра-
вой части. Физические соображения и опыт показывают, что со-
отношение между двумя градиентами потерь энергии / д и 1Г за-
висит от крупности донных частиц. Н а реках с крупнозернис-
тыми донными отложениями (крупным гравием и галькой) 
грядовый рельеф развит слабо и диаметр частиц сравним с высо-
той гряд. Поэтому в таких реках потери энергии обусловлены 
в основном сопротивлением зернистой шероховатости. На реках 
с дном, сложенным из песка и мелкого гравия, картина обрат-
ная:— гряды сильно развиты, диаметр частиц м а л и по отноше-
нию к глубине потока, и по отношению к высоте гряд. Домини-
рующим здесь становится сопротивление подвижного рельефа 
дна. На средних и больших реках С С С Р с песчаным дном потери 
энергии, обусловленные сопротивлением гряд, составляют от 60 
до 90% полных потерь по длине. 

(7.3) 
(7.4) 

(7.5) 
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В расчетах руслового сопротивления легко и надежно опре-
деляются только значения коэффициентов ХА и С д , о т р а ж а ю щ и е 
сопротивление зернистой шероховатости. Теоретически обосно-
ванный способ их определения состоит в применении формул со-
противления логарифмического типа. В практике расчетов у нас 
и за рубежом применяется несколько таких формул, незначи-
тельно различающихся своими численными коэффициентами. 
В а>той книге мы будем пользоваться формулой А. П. Зегжды 
(4.14). Вспомнив сказанное в п. 4.1 о связи между входящей 
в формулу (4.14) высотой выступов А и диаметром донных час-
тиц, напишем эту формулу для русел, сложенных из песка 
и мелкого гравия (медианный диаметр частиц с ? 5 0 ^ 1 , 5 мм) , 
в виде 

Наряду с формулами логарифмического типа в расчетах ши-
применяется эмпирическая степенная формула Маннинга— рок 

Штриклера 

бор 
ког 
впо 

" V 

С4 „ „ / / ? 

VI 
6 . 6 7 Ш У ( 7 - 8 ) 

Она представляет собой результат подстановки в формулу 
Маннинга (4.16), полученного А. Штриклером [232] выражения 
дл^ коэффициента шероховатости зернистого дна 

0,15 ,1/с /-г 
Лд=—TST-dsb*. 7 .9) 

Vg 

Формула Штриклера (7.9), основанная на измерениях в ла-
атории и в натуре (на реках Швейцарии) с охватом широ-
о диапазона крупности донных частиц (от песка до гальки) , 
следствии проверялась по данным натурных исследований 

в США. Рекомендованная американскими специалистами [145] 
замена диаметра db0 диаметром йьь с вероятностью 65% по кри-
вой гранулометрического состава имеет значение, по-видимому, 
лишь в руслах с сильной неоднородностью донных отложений. 
В обычных песЧано-гравелистых руслах вносимое этой заменой 
уточнение коэффициента Шези лежит за пределами точности 
гидравлических расчетов. 

Формула Маннинга—Штриклера дает более быстрый рост 
коэффициента Шези с ростом относительной гладкости дна, чем 
формула Зегжды. Как известно, сблизить степенную функцию 
с логарифмической можно, лишь введя переменный показатель 
степени, убывающий с ростом аргумента. Однако т а к а я рекон-
струкция формулы Маннинга—Штриклера уничтожила бы ее 
основное достоинство — простой аналитический вид. 
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В диапазоне значений . относительной гладкости 500=5-

—r-r ^ 10 ООО расхождения в значениях коэффициента Шези, 
« 5 0 

получаемых по формулам Зегжды и Маннинга—Штриклера, со-
ставляют менее 10%, т. е. остаются в границах точности инже-
нерных расчетов. 

7.2. Сопротивление донных форм 

Макрошероховатость речного дна создается тремя видами 
донных образований: рифелями, грядами и антидюнами. Первые 
два вида встречаются в спокойных потоках, последний — в бур-
ных. Рифели и гряды имеют асимметричный продольный про-
филь с пологим'напорным и крутым тыловым скатом, но напор-
ные скаты рифелей круче, чем у гряд (рис. 32). Длины рифелей 
составляют: чаще всего 1—2 глубины потока, их высоты изме-

а) ' 

Рис. 32, В и д ы м а к р о ш е р о х о в а т о с т и п о д в и ж н о г о 
• - • . д н а -

.. а — р и ф е л и , б — г р я д ы . 

ряются сотыми долями глубины, редко достигая 0,1/г. Гребни 
рифелей в плане при малых отношениях ширины потока к.глу-
бине бываю? прямолинейными, в широких потоках — подковооб-
разными. В природе обычно наблюдаются подковообразные ри-
фели. Этот подвид донных образований иногда называют барха-
нами/или чешуйчатыми рифелями. •>•-,. 

Рифели формируются с началом общего движения донных 
частиц, т. е. при относительно низкой кинетической энергии по-
тока. "При. более высокой кинетической энергии они уступают 
места- грядам. Д л и н ы гряд измеряются десятками • глубин, а их 
высоты составляют 0,1 А—0,3ft (иногда .до 0,4ft). С повышением 
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уровней высота гряд до некоторого предела растет. Рифели 
и гряды медленно перемещаются вниз по течению. Так как ско-
ро 

си 
ст 

по 

:ти их движения на несколько порядков меньше скоростей те-
чения воды, то в расчетах сопротивления это движение не при-
нимается во внимание. Рифели могут сосуществовать с грядами, 
пе;эедвигаясь по поверхности последних. 

При больших скоростях течения, наблюдающихся в реках во 
время высоких паводков, донные наносы могут взвешиваться. 
Гряды тогда размываются и дно становится относительно ров-
ным. Если при дальнейшем росте скоростей поток переходит 
в бурное состояние, на его дне появляется новый вид образова-
ний—антидюны. Антидюны имеют либо симметричный про-
филь, либо асимметричный с крутым напорным и полбгим ты-
ловым скатом. Они. могут быть неподвижными или могут пере-
мещаться как вниз, так и вверх по течению. Образование 
и движение антидюн неоднократно наблюдалось в лабораторных 
лотках; что касается естественных потоков, то антидюны в них 
могут встретиться лишь в виде исключения. Необходимые для 
формирования антидюн условия большого уклона дна и! мелких 
донных частиц в природе не сочетаются. Поэтому в дальнейшем 
мы не будет уделять антидюнам значительного внимания. 

Гидравлическое сопротивление дна, покрытого рифелями или 
грядами, гораздо сильнее сопротивления ровного дна. В лабора-
тооиях при образовании волн на поверхности первоначально 
ровного песчаного дна обычно'регистрируется возрастание сопро-
тивления в 3—5 раз, а иногда и больше. Вследствие того, что 
густота расположения рифелей на площади дна значительно пре-
восходит густоту расположения гряд, сопротивление дна с рифе-
лями при прочих равных условиях сильнее сопротивления грядо-
вого дна. 

Как уже указывалось, сопротивление гряды' (или рифеля) 
есть сила, обратная превышению продольной составляющей 

лы давления воды на напорный скат гряды над продольной со-
авляющей силы давления на тыловой скат. Располагая дан-

ными о распределении давления по длине плоской гряды, можно 
найти величину сопротивления в расчете на единицу ширины 

тока по формуле 
1г , . '.,.: 

pr " I Р(х) t f d x < .(7.10) о 

где I,- — длина гряды. 
На рис. 33 показаны распределения Давления и касательного 

напряжения на длине искусственно изготовленной жесткой гряды 
по опытам А. Д ж . Родкиви [219]. На рис. 33 видно, что область 
низкого давления приходится на гребень гряды и ее тыловой 
скат, максимум давления располагается в начале напорного 
ската. 
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Ф. Энгелунд [175], применив к расширению плоского потока 
за гребнем гряды теорему Борда—Карно, получил для силы Р г 
выражение (рис. 32 б) 

где hr — высота гряды. Разделив обе части написанного равен-
ства на рghrU, найдем осредненный по длине гряды градиент по-
терь энергии ц* i м г у _ 1 hr hr 

Из равенства (7.12) следует, что факторами, определяющими 
сопротивление грядового рельефа дна, служат число Фруда 

Р и с . 33. Р а с п р е д е л е н и е д а в л е н и я и к а с а т е л ь н о г о н а п р я ж е н и я по 
д л и н е п л о с к о й г р я д ы (по Р о д к и в и ) . 

и безразмерные геометрические характеристики гряд — их кру-
тизна hrflr и относительная высота hr/h. Сопоставление расче-
тов, сделанных по формуле (7.12), с данными натурных изме-
рений не приводит, однако, к удовлетворительным результатам. 
Складывая потери энергии, рассчитанные по .Борда—Карно, 
с потерями на трение, рассчитанными по формулам Зегжды или 
Штриклера, получаем значения суммарного градиента потерь, 
которые существенно меньше измеренных в натуре уклонов. Ос-
новная причина этого расхождения, по-видимому, заключена 
в том, что схема внезапного расширения потока, по Борда— 
Карно, не учитывает сжатия потока на напорном скате гряды — 
выше точки отрыва. Между тем поток здесь сильно трансформи-
руется (рис. 33). 

Невозможность прямо использовать формулу (7.12) не оз-
начает, однако, ее бесполезности. Основываясь на ней, можно по-
стулировать существование полуэмпирической зависимости 

V J . * ) (7.13, 
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и далее искать вид этой зависимости с помощью экспериментов 
или натурных наблюдений. Экспериментально эту задачу решил 
В. С. Кнороз [69], выполнивший обширный цикл опытов в гид-
равлическом лотке и в аэродинамической трубе с песчаными 
и жесткими грядами. Градиент потерь 1Г определялся Кнорозом 
как разность между измеренным полным градиентом потерь If 
и градиентом /д, подсчитанным по логарифмической формуле. 
Тг.ким же образом поступает большинство экспериментаторов, 
изучающих сопротивление гряд. В результате своих опытов Кно-
рсз получил следующую формулу грядового сопротивления1 : 

пр 

M} 

Сг wfflUT- • < 7 Л 4 > Vg 

Д л я дна, покрытого рифелями, Кнороз нашел возможным 
инять постоянное значение крутизны hr/lr = 0,1 и полностью 

пренебречь сопротивлением зернистой шероховатости, т. е. счи-
тать С = Сг- Формулы для сопротивления рифелей получили по 
опытам в лотках также Э. Лорсен [199], представивший его 
в функции логарифма относительной высоты hr/hv и В. Ванони, 
Л. Ван [243], определившие его в функции логарифма отноше-
н и я lrh/h2. 

Улучшив наши представления о механизме сопротивления 
гркщ, формулы, основанные на лабораторных экспериментах, при 
попытках их применения к естественным потокам, оказались не 
белее эффективными, чем формула Борда—Карно. Все они пре-
уменьшают сопротивление. Здесь сказался тот факт, что грядо-
вый рельеф в лабораторных лотках с их малыми отношениями 
ширины к глубине, и плоскими, вертикальными стенками полу-
чается значительно более упорядоченным, чем в естественных 
руслах. Известную роль играет также различие в значениях от-
носительной зернистой шероховатости — песчинки лабораторного 
лотка при пересчете на натуру становятся частицами крупного 
гравия или гальки. . • 

Возможны два выхода из затруднения: 1) попытаться рас-
крыть функциональную зависимость (7.13) с помощью натур-
ных исследований и 2) найти новые аргументы для формулы 
грядового сопротивления. Первый путь был испробован 
Б. Ф. Снищенко [125], который, произведя измерения на несколь-
ких перекатах рек Волги, Оки, Дона и Поломети, получил фор-

глу 

У 1 7 = У hr + 0,0331Г ' ( 7 Л 5 ) 

1 Здесь и далее формулы сопротивления приводятся в виде выражений 
дл? безразмерного коэффициента Шези C j ] f g независимо от того, как они 
записаны их авторами. 
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Построенный по этой формуле график связи Ar = fct (^—j—j 

вместе с опытными точками показан на рис. 34. Небольшой 
объем наблюдений не позволяет придать этой формуле расчет-
ное значение, но перспективность обращения к натурным иссле-
дованиям она доказывает. 

Аргументом формул грядового сопротивления, не связанным 
явно с размерами гряд, естественно считать степень устойчиво-. 

ь сти донных частиц. Г. Эйнштейн, пред-
ложил взять в качестве такого аргу-
мента величину 
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д 4 r • 'ч* Д 

где p s —плотность частиц (в ориги-
нальной работе Эйнштейна и Барба-
россы [173] вместо JRIa СТОИТ / ?д / , но 
как уже указывалось, мы не будем 
пользоваться этим приемом). Величи-
ну называют коэффициентом устой-
чивости донных частиц (см. п. 14.3). 

Во Введении мы отмечали, что река 
обязана расходовать на трение коли-
чество энергии, определяемое разно-
стью высот ее истока и устья. У длин-
ных рек эта разность (полное падение 
реки) мало изменяется при колеба-
ниях уровней. Вследствие этого мало 
изменяются и средние уклоны свобод-
ной поверхности на отдельных, доста-
точно протяженных участках реки. 
Меняются, перераспределяясь по дли-
не потока, лишь местные уклоны, ис-
пытывающие влияние конвективных 
ускорений. Но для того, чтобы сред-
ние уклоны менялись мало, надо, чтобы 

сопротивление русла уменьшалось с ростом скорости. Отсюда 
следует, что связь между сопротивлением донных гряд и коэф-
фициентом устойчивости должна быть прямой, а связь, между 
грядовым коэффициентом Шези Сг и коэффициентом г|з — об-
ратной. Опыты в лабораторных лотках и наблюдения в натуре 
показывают, что это так и есть. 

В качестве репрезентативного диаметра частиц в выражении 
для г|) Эйнштейн принял диаметр йзб (с вероятностью 3 5 % ) . 
В песчаных руслах отношение диаметра кзь к диаметру des, кото-
рый вводится Эйнштейном в формулу сопротивления зернистой 
шероховатости, составляет в, среднем 0,75 и, по-видимому, не 
бывает меньше 0,5. Связи между безразмерным коэффициентом 

0,6 1,0 1,4 1,8ХГ10Х 

Рис. 34. Сопротивление гря-
дового дна на речных пере-

катах (по Сиищенко). 
/ — р. В о л г а , п е р е к а т I , 2 — 
р. О к а , 3 — р. П о л о м е т ь , н и з к и й 
у р о в е н ь , 4 — р . П о л о м е т ь , высо-
кий у р о в е н ь , 5 — р. В о л г а , пере-

к а т I I , 6 — р . Д о н . 
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ш эзи грядового дна 

строены по экспериментальным и натурным данным Эйнштей-
ном и Барбароссой [173], X. Шэном [227], X. Шармой 
и Д. Варшни [226]. Шэн в качестве добавочного параметра ис-
пользовал число Рейнольдса, составленное по диаметру и гид-
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Рис. 35. Связь между сопротивлением гряд и'коэффициентом устой-
: f Qs \ ^35 чивости донных частиц т|) = ( 1 1-777— (по Шарма и Варшни). 

\ Р / К'А 
Н а т у р н ы е д а н н ы е : / — U P I R I , 2 — Э й н ш т е й н ; л а б о р а т о р н ы е д а н н ы е : 3 — 

U P I R I , 4 — Б х а р а т Синг , 5 — С а й м о н е и Р и ч а р д с о н . 

влической крупности частиц. Наиболее широкие материалы 
ли привлечены Шармой и Варшни, график которых показан 
рис. 35. При обработке материалов эти авторы пользовались 

венством (7.3). В области больших значений коэффициента 
ойчиво.сти i j ;>10 точки измерений значительно разбросаны, 

торы попытались упорядочить разброс точек, введя в качестве 
бавочного параметра число Фруда, составленное по средней 
эрости течения и диаметру частиц. Поскольку в этой области 
минирующим становится сопротивление зернистой шерохова-
:ти, неточности в определении Сг не очень сильно сказываются 
оценке суммарного сопротивления. 
Однако оценка подвижности дна с помощью коэффици-

ента гр не является единственно возможной. В исследованиях, 
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проводимых в СССР, уже давно, по предложению М. А. Велика-
U2 

нова, используется с этой целью величина — - , т. е. то число 
gd 

Фруда, которое служит вспомогательным параметром в построе-
ниях Шармы и Варшни. Приняв за аргументы грядового сопро-
; гг и ? 
тивления число гг<г = ^ и относительную зернистую шерохова-

ж 
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Рис. 36. Функция Xr=fct 

104 

U 
V gd50 

(по Абу Аламу и Кеннеди). 

&50 

R 
dsn 

I — л и н и и р а в н ы х з н а ч е н и й U !Vgdi0, 2 — л и н и и 
. р а в н ы х з н а ч е н и й UIV SR . 

тость d/R, М. Абу Алам и Д ж . Кеннеди [153] построили по опыт-
ным данным график функции 

1 ' = , с , ( т § Г ' (7-17> 
В состав исходных данных вошли измерения в лабораторных 

лотках, реках и каналах. Величина грядового сопротивления вы-
делялась из измеренной величины полного сопротивления с по-
мощью построенного Ф. Ловерой и Д ж . Кеннеди [205] графика 
сопротивления .ровного песчаного дна. График функции (7.17) 
представлен на рис. 36. С семейством кривых, отвечающих по-

V 
стоянным значениям -^ггг^- , на рис. 36 совмещено семейство 

i g d b о 

кривых с постоянными значениями числа 

U 

U 

igR 
На этом ри-

сунке видно, что при 
IgR 

0,4 или при Fr ^ 0,16, т. е. в обла-
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сти 
с п 
тел 
дие: 

чисел Фруда, к которой принадлежит большинство рек 
есчаным дном, грядовое сопротивление не зависит от относи-
ьной зернистой шероховатости, становясь однозначной функ-
й числа Fr^. Если снять с кривых Fr^ = const значения Хт, 

(Р 
ла 

и 

Рис. 37. Связь между сопротивлением гряд и ко-
эффициентом подвижности донных частиц в об-

ласти малых чисел Фруда. 

отвечающие участкам, где кривые параллельны оси 

найти, что эти значения удовлетворяют уравнению 
dbo 

U 
Ygdi 

•, МОЖНО 

(7.18) 

ас. 37). Формулу (7.18) следует считать действительной в об-
U 

Сти совместного существования неравенств: gg 0,4 

U igR 
35. Заметим, что в этой области нет точек лабо-

igdbo 
ра^орных измерений — зависимость (7.18) полностью опирается 
на измерения в реках и каналах. 

Из приведенных в работе [153] сведений видно, что медиан-
ная крупность грунта при натурных измерениях составляла 
0,08—0,43 мм, т. е. менялась в 5,4 раза, а кинетическая энергия 

£/2 
потока —— составляла 0,0056—0,40 м, т. е. менялась в 70 раз. 

2 g 
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Отсюда следует, что вариации грядового сопротивления, выра-
жаемые. формулой (7.18), обусловлены в первую очереДь вариа-
циями энергии потока и лишь во вторую очередь вариациями 
крупности грунта. 

7.3. Полное сопротивление по длине 
Оба вида зависимостей сопротивления донных гряд от сте-

пени подвижности дна — функция Эйнштейна CV=C r ( i | ) ) 
и функция Кеннеди CV = C r (Fr<j) — позволяют довести решение 
вопроса о сопротивлении .естественного русла до конца и по-
этому, в принципе, пригодны для использования в гидравличе-
ских расчетах. Чтобы полностью уяснить сложившееся сейчас 
(в 1977 г.) положение дел в речной гидравлике, рассмотрим про-
стейшую задачу о равномерном движении воды в широком ка-
нале прямоугольного сечения с подвижным дном. В классической 
гидравлике, отказывающейся от учета подвижности дна в явном 
виде, задача содержит пять переменных: U, R, п, С и If = i0. Д л я 
ее решения имеются две зависимости: формула Шези и формула 
Маннинга. Таким образом, три переменные должны быть за-
даны; если мы хотим знать С и U, то R, п и t0 следует считать 
известными. При разделении полного сопротивления русла на 
сопротивление зернистой шероховатости и сопротивление гряд 
и при определении последнего с помощью функции Эйнштейна 
задача содержит девять переменных: U, R, d, Сд, /д , г|), Сг, С 
и I f . Нетрудно убедиться, что число независимых соотношений 
равно шести, и значит три переменные снова должны быть за-
даны. При применении функции Кеннеди имеем восемь перемен-
ных: U, R, d, С a, Frd, Сг, С и If при пяти зависимостях, число 
задаваемых величин — три — сохраняется. 

Очевидно, расчеты по новым способам более-трудоемки, чем 
расчеты по способу классической гидравлики. Это особенно за-
метно в задаче определения пропускной способности канала, ре-
шая которую по новым способам приходится вести расчет путем 
последовательных приближений. Это обстоятельство обуслов-
лено наличием между величинами U и Сг взаимной связи — Сг 
зависит от U, но U мы не можем определить, не зная Сг. Уклон 
дна канала при заданной скорости течения определяется по но-
вым способам расчета без подбора. 

Стремясь избавиться от многоступенчатости расчетов, Ф. Эн-
гелунд [176] сделал попытку установить прямую связь между 
полным сопротивлением русла и сопротивлением зернистой ше-
роховатости. Считая, что у подобных потоков отношение каса-
тельных напряжений то/тд должно быть одинаково, он предпо-
ложил существование универсальной зависимости 

R I —fct [ R I \ 1 . (7.19) 
• ( f - o * ( f - ' ) < 
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Собранные Энгелундом опытные данные подтвердили нали-
чие такой связи. Однако анализ вопроса, выполненный позднее 
японскими исследователями Киши и Куроки (цит. по [236]) 
с привлечением дополнительных лабораторных и натурных из-
мерений, показал, что в действительности функция (7.19) не 
универсальна. Имея для разных потоков один и тот же общий, 
вид, она меняется в количественном отношении при изменении 
относительной зернистой шероховатости d/R, а т акже при замене 
течения в лабораторном лотке течением в естественном русле. 
Таким образом, перейти прямо от /д к / , минуя определение 1Г 
по-видимому, нельзя. 

Разумеется, большая физическая обоснованность новых спо-
собов расчета руслового сопротивления искупает их неизбежно 
большую трудоемкость. Внедрение их в практику расчетов се-
годня задерживается тем, что они проверены на ограниченном 
опытном материале и не могут считаться поэтому достаточно на-
дежными. Беспокойство вызывает особенно тот факт, что раз-
меры, а значит и сопротивление гряд в естественных руслах свя-
за 
ск 

ло 
вы 

во, 
ко 

кр 
с 

от 
ем 
ВТ 

л я 
ти 
бо 

ны со скоростью течения неоднозначно. При одной и той же 
эрости размеры гряд на подъеме и спаде паводка могут 

быть разными (см. п. 17.4). Этот факт не отражен в функ-
ци 
ДО 
ва 

ях Эйнштейна и Кеннеди и, по-видимому, именно к нему 
лжно быть привлечено внимание на следующем этапе исследо-
ний. 
Итак, пока инженер остается с формулами Маннинга, Пав-

вского и им подобными, т. е. с коэффициентами шероховатости, 
ражающими в недифференцированном виде всю совокупность 

русловых сопротивлений. Достигнутое более глубокое понимание 
сущности русловых сопротивлений позволяет несколько улуч-
шить практику пользования эт-ими коэффициентами. Ниже при-

дятся некоторые соображения по данному вопросу. В целях 
нкретности имеется в виду основная задача теории неравно-

мерного движения воды в открытом русле — расчет кривых сво-
бодной поверхности. 

Прежде всего необходимо различать два случая: ; 1) расчет 
ивых свободной поверхности на протяженных участках рек; 
ним мы встречаемся, например, при построении кривой под-

пора в верхнем бьефе плотины; 2) тот. же расчет на коротком 
резке русла длиной порядка 10*6 или 10°£; с ним мы встреча-
ся, проектируя спрямление пойменной извилины, перекрытие 
постепенного рукава запрудой и т. п. 
В первом случае элементарные (расчетные) участки, на ко-

торые разбивается водоток, имеют значительную длину, позво-
ющую надеяться на сглаживание местных вариаций сопро-
зления в пределах участка. Наполнение русла обычно бывает 
л'ыпим. В этих условиях, к а к показывает опыт расчетов, поль-

зование табличными значениями коэффициентов шероховатости 
предположение, что эти значения не меняются при возможных 
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колебаниях уровня воды, допустимы и обеспечивают достаточ-
ную точность результатов • . 

Во втором случае расчетов пользование табличными значе-
ниями коэффициента шероховатости недопустимо — оно может 
вести к грубым ошибкам. Единственный выход из положения 
состоит в определении коэффициентов шероховатости-на основа-
нии натурных измерений расхода воды и уклона свободной по-
верхности. Значение л в формуле Маннинга находится при этом 

Рис. 38. Изменение коэффициента шероховатости с высо-
той уровня. 

а — в п л ё с о в о й л о щ и н е , б — на п е р е к а т е . 

по записанному в конечных разностях уравнению неравномер-
ного установившегося движения 

В IIth -- / Az' — A ~ 
- Г * - , (7-20) 

где АI — длина элементарного участка; 5 с р и Я с р — его средние 
ширина и глубина; Q — расход воды; Дг ' —падение свободной 

. U* 
поверхности; Д — приращение удельной кинетической энер-

2g 
гии потока на длине участка. 

Измерения расхода и уклона и подсчет значений л должны 
быть выполнены не менее чем при 3—4 уровнях воды с тем, 
чтобы в итоге иметь для каждого расчетного участка кривую за-
висимости n = n(z/). Эти кривые имеют довольно разнообраз-
ный вид, но основная тенденция состоит в уменьшении значений 
л с ростом уровней. Наименьшие значения коэффициентов ше-
роховатости обычно наблюдаются при уровнях воды, равных вы-

1 Шкала коэффициентов шероховатости естественных русел, составлен-
ная М. Ф. Срибным, приводится во многих руководствах по гидравлике 
(И. И. Агроскина с соавторами, Г. К- Михайлова, М. Д. Чертоусова). Такая 
же шкала, составленная в США и сопровождаемая фотоснимками характер-
ных участков русел, приведена в книге В. Т. Чоу [145]. 
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core меженных бровок. Влияние формы поперечных сечений на 
вид кривых п — п (z ' ) иллюстрируется рис. 38. Вследствие транс-
формации донных гряд в период прохождения паводка связи п 
и г ' должны быть неоднозначны, однако количество измерений 
на подъеме паводка так мало, что определенных заключений 
об этом составить пока нельзя. При смыве гряд сопротивление 
русла резко уменьшается и функции n = n(z/) терпят разрыв. 
Разрыв терпят и кривые расходов. Д л я оценки русловых сопро-
тивлений важно знать скорости и глубины, при которых проис-
ходит смыв гряд.. К сожалению, применительно к натурным 
условиям этот вопрос изучен недостаточно. По отношению к рав-
нинным рекам СССР положение облегчается тем, что вследст-
вие малости их уклонов, а отсюда и скоростей течения, смыв 
гряд наблюдается в них редко и никогда не охватывает все 
русло. 

Недостаточно исследованным остается сопротивление пойм. 
Афофотометрические наблюдения за движением поплавков, 
сбэошенных с самолетов, показывают, что при небольших на-

лнениях в широких поймах образуются сосредоточенные по-
ш, разделенные обширными застойными зонами. С увеличе-
ем наполнения неоднородность течения на пойме сглажи-
гтся, но коэффициенты шероховатости могут сильно меняться 

ширине поймы. Приводимыми в гидравлических справочни-
х значениями коэффициентов шероховатости пойм можно 
льзоваться лишь при осреднении сопротивлений по площади 
ймы на участках с длинами на 1—2 порядка, большими ее 

ширины. 
Источником добавочных потерь энергии является взаимодей-

ствие между русловым и пойменным потоками. Это взаимодей-
ствие изучал ряд исследователей (Г. В. Железняков, И. П. Спи-

н, Р. Селлин и др.) . Сводные данные приводятся И. Ф. Кара-
севым [61], Взаимодействие состоит в турбулентном трении на 
жидкой границе между двумя потоками и, что более важно, 
в результирующем перемещении водных масс из русла на пойму 
и обратно. Такое перемещение имеется при наполнении и опо-
рожнении поймы, а также бывает вызвано изменениями ширины 
поймы по длине реки. 

7.4. Гидравлические сопротивления при неплавно 
изменяющемся движении 

К участкам с неплавно изменяющимся движением в реках 
относятся пороги и многие перекаты, крутые изгибы русла, ме-
ста его деления на рукава и т. д. Анализ условий движения на 
таких участках показывает, что наблюдаемые на них большие 
потери энергии всегда связаны с местным расширением потока. 
Пс|'тери особенно велики тогда, когда расширение имеет 
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отрывной характер, т. е. сопровождается образованием водовог 
ротных зон. Объяснение большим потерям энергии дает , резко 
неравномерное распределение оередненных скоростей и соответ-
ственно сильная интенсивность турбулентности в расширяю-; 
щемся потоке. 

Повышенные градиенты скоростей на вертикалях обязывают 
к пересмотру формул сопротивления по длине. Повышенные гра-
диенты скоростей по ширине потока требуют принять во внима-
ние члены уравнений Рейнольдса (3.10), не содержащиеся 
в упрощенном варианте этих уравнений (3.18). 

Вследствие недостаточной разработанности теории неплавно 
изменяющегося движения пока при решении одномерных задач 
применяется менее корректная процедура, основанная на сле-
дующих положениях. . ;•• .. 

1. Потери энергии по длине рассчитываются всюду по фор-
.мулам для равномерного движения. .. 

2. На участках сжатия потока ( - ^ f - > о) эти потери при-
равниваются полным потерям энергии. 

3. На участках расширения полные потери опре-
деляются как сумма потерь по длине и местных потерь, обуслов-
ленных расширением. 

4. Потери, обусловленные расширением, выражаются в виде 
доли освобождающейся кинетической энергии по формуле 

dhe=-^d(aU2), (7.21) 

гдеХе — коэффициент местного сопротивления при расширении 
открытого потока; а — корректив скорости. 

. Фактически, как отметил Р. Р. Чугаев [146, с. 271], коэффи-
циент учитывает не только величину местных потерь, но и 
ошибку в оценке потерь по длине. 

В результате уравнение установившегося неплавно изменя-
ющегося движения записывается в виде 

т и2 ( ( 1 - е . ) d(aU*) • , 7 9 9 . 
1 СЧ/ ' 2 g • dl ' 

На участках сжатия == 0, а = 1 , на участках расшире-
ния— 1 ^ £е<0 , а = a ( l ) > 1 . 

.Неправильные формы естественных русел делают невозмож-
ным создание шкалы значений коэффициента Z,e, подобной шка-
лам коэффициентов местных сопротивлений в трубах. В расче-
тах для случаев одностороннего отрывного расширения обычно 
принимают значение = —0,5. При безотрывных расширениях 
берут значения £е от —0,1 до —0,3. Надежное построение функ-
ции а (/) может быть выполнено только на основе натурных или 
лабораторных измерений. • 
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В плановой модели открытого неплавно изменяющегося по-
тока потери энергии по длине, определяются так же, как в од-
номерной модели, т. е. по формулам потерь в равномерном 
движении. Вопрос о местных потерях на участках расширения 
решается с большей строгостью.. Эти потери не выделяются 
в я:вном виде, а учитываются посредством введения в дифферен-
циальные уравнения движения членов, содержащих касательные 
напряжения в плоскостях, нормальных к плоскости сглаженного 
дна. Это значит, что уравнения планового движения, применяе-
мые при отрывном расширении, опираются уже не на систему 
уравнений (3.18), а на более общий вид уравнений турбулент-
ного движения (см. п. 11). 

ГД 

8. Речной паводок 

8.1. Общие сведения о неустановившемся движении воды 
в открытом русле 

Система уравнений Сен-Венана (6.29), (6.34) принадлежит 
к гиперболическим системам уравнений в частных производных, 
т. е. к системам, которыми описываются волновые процессы. Мо-
жет быть показано, что при упрощающих предположениях от-
сутствия трения, постоянных поперечных размеров русла и ма-
лой амплитуды колебаний система (6i29), (6.34) заменяется 
уравнениями для функций z' (I, t) и Q (/, t), имеющими вид клас-
сического волнового уравнения, 

О'-'-г' __ 2 d2z' . 02Q 2 d*Q 
Л/9 J С dt2 dt2 ' dt2. ^ dl2 

с — скорость распространения волн. 
Волны, распространяющиеся в реке, возникают вследствие 

изменений расхода воды в определенных сечениях русла — 
в устьях притоков, в створах подпорных гидроузлов. При реше-
нии уравнений Сен-Венана такие сечения выбираются в качестве 
граничных. Обычно изменение расхода задается в верхнем гра-
ничном сечении рассматриваемого участка реки. Так как .длина 
волн, вызванных изменением расхода, всегда велика по сравне-
нию с глубиной потока, эти волны называются длинными. Рас-
пространяясь в русле, волны изменяют свою высоту при изме-
нении размеров поперечных сечений и таким образом аккуму-
лируют множество малых возмущений. Состояние длинной 
волны в данный момент времени есть результат наложения не 
только тех возмущений, которые возникли с момента нарушения 
установившегося движения, в граничном сечении, но также всех 
тех, которые волна испытала по пути. 
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Скорость распространения малых возмущений относительно 
движущейся жидкости определяется формулой Л а г р а н ж а 

c = Y g H . (8.1) 

Скорость распространения возмущений относительно берега 
будет 

c' = U ± V W , (8.2) 

где знак плюс отвечает волне, движущейся по течению,— пря-
мой, а знак минус —обратной. Со скоростью с' в реке переме-
щается фронт длинной волны — граница между возмущенной 
и невозмущенной жидкостью. 

На фазовой, или волновой плоскости независимых перемен-
ных /, t распространение возмущений изображается линиями 
характеристик, имеющими уравнения: 

dl -(U••• -( ) dt, (8.3) 
dl—(U — c)dt. (8.4) 

С помощью уравнений Сен-Венана можно найти, что на 
каждой из характеристик семейства ( 8 . 3 ) — п р я м ы х — удовлет-
воряется соотношение 

d z ' - в(du~с) 0 (8-5) 

и на каждой из характеристик семейства (8.4) —обратных — 
соотношение 

V - B i S + c ) М 

где Д ^ с о С у Я — модуль расхода. 
Система четырех обыкновенных дифференциальных урав-

нений (8.3) — (8.6) полностью эквивалентна системе уравнений 
Сен-Венана и наравне с последней может быть использована 
для решения задач неустановившегося движения (С. А. Христиа-
нович, 1937 г.). 

Примерный вид характеристик системы уравнений Сен-Ве-
нана представлен на рис. 39. Жирной линией показана харак-
теристика установившегося движения, предшествовавшего изме-
нениям расхода в верхнем граничном сечении 1 = 0. Значения 
высот свободной поверхности и расхода воды, установленные 
в точках этой характеристики, 

z ' ^ z ' ( l ) Q = Q (I) (8.7) 
служат начальными условиями для решения уравнений (8.3) — 
(8.6). 

Если изменение расхода реки обусловлено паводком на при-
токе, то обе волны (прямая и обратная) , распространяющиеся 
вниз и вверх от устья притока, переносят изменения уровня од-
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Hdro и того же знака — при увеличении расхода обе они яв-
ляются волнами наполнения, при уменьшении расхода — вол-
нами опорожнения русла. Изменение расхода в створе регули-
рующего гидроузла создает волны, имеющие в верхнем 
и нижнем бьефах разные знаки. Если волна наполнения после-
довательно сменяется во времени волной опорожнения, их сово-
купность называют сложной волной. Речной паводок или попуск 
воды из водохранилища служат примерами сложных волн. 

При очень быстрых изменениях расхода, таких, какие проис-
дят в нижних бьефах гидростанций, ведущих суточное регули-

v 2макс_ 

/ / /1 / / / / у 
/ 1 

/ / / 1 
/ / ^ ^ 1 

/ 1 
1 1 

/ 1 
1 
1 . 

Рис. 39. Сетка характеристик. 
Йкокс 

Рис. 40. Неоднозначная связь между 
расходом и уровнем при резком ко : 

лебании расхода. 
П у н к т и р - - к р и в а я р а с х о д о в д л я у с т а н о -

в и в ш е г о с я д в и ж е н и я . 

рование стока, локальное ускорение 
dU 
dt 

становится сравнимым 

с продольной составляющей gi0 гравитационного ускорения 
и, следовательно, может существенно влиять на величину ук-. 
лона свободной поверхности. В соответствии со знаками произ-
водной уклон свободной поверхности на подъеме уровней 

оказывается значительно большим, чем на спаде. Очевидно, что 
n p i определенной интенсивности изменения расхода, интенсив-
ность изменения глубины, а значит и уровня будет тем меньше, 
чем больше интенсивность изменения скорости. Это значит, что 

при больших абсолютных значениях производной и подъем 

и спад уровня будут отставать от соответственных изменений 
расхода. В результате такого отставания кривая связи между 
расходом и уровнем получает вид петли с далеко отстоящими 
друг от друга ветвями подъема и спада (рис. 40). Неоднознач-
ность связи между Q и г' в условиях быстрых колебаний 
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расхода приводит к тому, что максимумы уровня, расхода и ско-
рости наступают в одном и том же сечении разновременно. Сна-
чала отмечается максимум скорости, затем максимум расхода 
и наконец максимум уровня. В сечениях, близких, к створу гид-
ростанции, при одном и том же уровне воды расход в фазе 
подъема может превосходить расход в фазе спада в несколько 
р а з . Вследствие больших скоростей в лобовой части сложной 
волны и малых скоростей в ее тыловой части волна, двигаясь 
зниз , распластывается. Если в створе гидростанции размах су-
точных колебаний уровня нередко составляет 1,5—2,0 м, то на 
расстоянии 50—70 км он снижается до двух-трех десятков сан-
тиметров. 

8.2. Неустановившееся движение при малых силах инерции 

Естественные колебания расходов воды в реках происходят 
медленно. Д л я большей части речных пайодков характерны зна-
чения локального ускорения dU/dt, не превосходящие 1/100—-
1/10 продольной составляющей ускорения свободного падения. 
Наглядным, свидетельством малости локальных ускорений слу-
жат однозначные кривые расходов, получаемые в результате 
гидрометрических работ. Неоднозначность (петли в верхних ча-
стях кривых) наблюдается лишь на участках рек с широкой пой-
мой, причем она объясняется не влиянием локального ускоре-
ния, а явлениями поперечного оттока воды из основного русла 
в период наполнения поймы и притока воды в русло во время ее 
опорожнения. Если вода движется по основному руслу и дно 
устойчиво, связь между расходом- и уровнем всегда однозначна. 

На участках с плавно изменяющимся движением малы не 
только локальные, но и конвективные ускорения и, следова-
тельно, сила тяжести практически уравновешена трением. Осно-
вываясь на этом, в расчетах неустановившегося движения, 
вызываемого естественными колебаниями стока, в качестве ди-
намической зависимости обычно применяют уравнение равномер-
ного движения 

Решать его надо совместно с уравнением неразрывности 
(6.29), которое мы перепишем здесь, представив площадь жи-
вого сечения по формуле со = Q/U, 

Таким образом, естественные колебания расходов и уровней 
в реках образуют особый вид неустановившегося движения, 
в котором допустимо учитывать лишь кинематические эффекты 

/ • _ / и 
If С 2 / / . (8.8) 

(8.9) 
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dQ 
да 

нестационарнбсти, пренебрегая ее динамическими эффек-
тами. 

Специфика неустановившегося движения с малыми силами 
инерции была установлена еще в середине прошлого столетия, 
когда Клейц и Бретон исследовали этот вид движения (см. [141, 
с. 310—311]). Одним из основных полученных результатов была 
формула скорости распространения расхода. Мы приведем вы-
вод этой формулы, следуя в основном изложению М. Ляйтхилла 
и Д ж . Уизема [202]. 

Будучи однозначной в данном сечении связь между расхо-
дом и уровнем может иметь различный вид на разных участках: 
русла. Поэтому следует писать 

Q = Q I ( z ' , I). (8.10) 

При этом мы предполагаем, что русло не деформируется, к а к 
этс( фактически и бывает на хороших гидрометрических участ-
ках. Но при недеформируемом русле площадь живого сечения 
связана с уровнем также однозначно и, следовательно, в урав-
нении (8.10) независимую переменную z' можно заменить на со 

Q- Q2(«>, i). (8.1l> 
При такой функциональной зависимости производная от рас-

хода воды по времени в фиксированном сечении / = const запи-
сывается в виде 

dt dt V du> )i= cons t " 

Отсюда, умножая уравнение неразрывности на производную-
. 

будем иметь 

Поскольку 
dQ 
да = fct1 (со, /) = fc t 2 (Q , I), 

то уравнение (8.12) есть однородное, квазилинейное уравнение-
для функции Q двух независимых переменных I и t. Так же как: 
уравнение Сен-Венана, оно гиперболического типа, но будучи 
уравнением первого порядка имеет одно семейство характери-
стик. Система обыкновенных дифференциальных уравнений, эк-
вивалентная уравнению (8.12), записывается в виде 

• dl dt dQ /о ю-, 

да , 
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Из нее следует, что на каждой из характеристик Сохраняется 
некоторое постоянное значение расхода Q и что тангенс угла на-
клона характеристик к оси t 

dl dQ ,Q , .. 

дает скорость распространения этого расхода вдоль реки. На-
писав далее d ( U a ) д и 

0U . 
и учтя, что - ^ — > 0 , находим, что скорость распространения рас-
хода больше скорости течения. В гидрологии скорость Cq назы-
вают скоростью добегания. 

Так как ,уравнение неразрывности, с помощью которого вы-
водится формула (8Л4), есть чисто кинематическая зависимость, 
длинные волны, ненарушающие однозначной связи между рас-
ходом и уровнем, называют, по предложению Ляйтхилла 
и Уизема, кинематическими волнами. 

Из формулы (8.14) можно заключить, что скорость cQ растет 
с увеличением расхода воды, а в фазах подъема и спада уров-
ней при данном расходе она одна и та же. Поэтому паводочная 
волна, продвигаясь на бесприточном участке равнинной реки, не 
распластывается, а перекашивается, становясь круче в своей ло-
бовой части и положе в тыловой. 

Д ж . Седдон, Ф. Форхгеймер, Г. В. Железняков, принимая 
различные предположения о форме поперечных сечений (прямо-
угольник, сегмент параболы и т. д.) и используя различные за-
коны сопротивления, получили из формулы (8.14) выражения 
для cq, в которых единственным или главным аргументом слу-
жит средняя скорость течения. Исторически первая формула 
Седдона имеет вид ч c Q ^ U . (8.16) 

Она получена в предположениях, что форма сечений прямо-
угольная, уклон и коэффициент Шези постоянны. Если опреде-
лить коэффициент Шези по формуле Маннинга, оставив осталь-
ные условия прежними, отношение CqJU возрастает До 5/3. Наб-
люденные на реках значения этого отношения лежат примерно 
в пределах 1,5—2,0 [51]. 

8.3. Квазиравномерное движение открытого потока. 
Постоянная М 

Уравнение движения (8.8), примененное к произвольному от-
резку плавно изменяющегося неустановившегося потока, не при-
водя к существенным ошибкам в расчетах, является однако за-
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ведомо неточным. Менее ясен случай, когда это уравнение при-
меняется на цилиндрических участках русла. Действительно, 
ничто не мешает нам предположить, что при медленных коле-
баниях уровней вода движется на таких участках с нулевым суб-
станциональным ускорением, т. е. имея малое конвективное уско-
рение, равное локальному ускорению, взятому с обратным 
знаком, 

О т + т г - о - • < 8 - 1 7 ) 

Уравнение (8.8) будет выполняться при этом точно. 
Возможность реализации (хотя бы приближенной) такого 

специального вида неустановившегося движения в речных пото-
ках вытекает из отмечавшейся во Введении малой изменяемо-
сти: уклонов их свободной поверхности. Как мы увидим, при 
строгом соблюдении условия (8.17) уклон свободной поверхно-
сти на данном цилиндрическом участке русла является посто-
янным. 

Уравнение (8.17) представляет добавочную к уравнениям 
(8.(3) и (8.9) зависимость неустановившегося движения. Если 
оно справедливо, мы имеем тот единственный случай, когда эти 
уравнения согласованы. 

Рассмотрим следствия из уравнения (8.17). Выразив в нем 
скорость по формуле U = Q/со, умножив все члены на со и ис-
ключив производную da/dt с помощью уравнения неразрывности 
(6. 29), получим 

2 Q dQ Q 2 да dQ 
dl «г dl ~ dt = 0. (8.18) 

Вычитая из уравнения (8.18) уравнение Бретона (8.12), бу-
деад иметь 

Так как при неустановившемся движении в форме кинемати-
ческих волн Q = Q2 (со, /), то в уравнении (8.19) со и I есть не-
зависимые переменные, отсюда 

-0 . (8.20) 

Это равенство на цилиндрическом участкё русла означает, 
что уклон свободной поверхности- равен уклону дна и, следова-
тельно, не изменяется с высотой уровня. Скорость течения из-
меняется по длине участка только и точно в той мере, в какой 
изменяется расход воды. Потоки с этими свойствами будем на-
зывать квазиравномерными. Равномерный поток есть частный 
случай квазиравномерного. 
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Равенство (8.20) превращает уравнение (8.19) в простое диф-
ференциальное соотношение " 

1 9 . . ^ - - 0 . (8.21) 
со 0 г а v ' 

Имея в виду корытообразные плёсовые лощины рек и широ-
кие призматические каналы, ограничим решение уравнения 
(8.21) двумя условиями: 1) ширина потока по зеркалу воды ве-

лшка по сравнению с его средней глубиной: 2) коэффи-
циент береговых откосов имеет порядок единицы: 

1 дв (<)г' v 1 Л/1Ч = 0 ( 1 ) . 2 at \ (it 

Написав производную dQ/dсо в виде 
dQ dQ 7>>\-i dQ \ п И ( 1 dH 1 / я 

легко убедиться, что при соблюдении указанных условий влия-
ние на величину dQ/dш изменений ширины русла пренебрежимо 
мало. Отсюда мы получаем возможность провести решение урав-
нения (8.21), считая В постоянным параметром. Введя в (8.21) 
безразмерные переменные . . ' ' " " ' 

(О — . Q— ? — • (8.23) 

после интегрирования получаем 

=М(7) Q' (8.24) 

где / = / / £ и М (I) — произвольная функция. Решив соотношение 
•(8.24) относительно М и вернувшись к размерным переменным, 
имеем при каждом / = const приближенное равенство 

М= н ^В)4' = c o n s t (8>25) 
Q'2 

В руслах с отвесными берегами условие (8.25) должно соб-
людаться точно. 

Полученное решение показывает, что квазиравномерному 
движению отвечает особый вид связи между поперечными раз-
мерами русла и расходом воды. Практическое значение этой 
связи определяется тем, что в поперечных сечениях корытооб-
разных плёсовых лощин и широких каналов' ее параметр М, 
в отличие от коэффициента Шези С й коэффициента шерохова-
тости п, не изменяется при колебаниях уровней. Величину М бу-
дем называть, постоянной квазиравномерного движения. Оче-
видно, постоянная М..может принимать разные значения, в. раз- . 
ных квазиравномерных потоках. . 
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В геометрии открытых потоков естественной единицей длины 
служит средняя глубина (гидравлический радиус) сечения. 
Уравнение (8.25) содержит новую кинематическую единицу 
длины (gByh. Постоянная М выражает отношение этих 
единиц в данном квазиравномерном' потоке. 

Другую важную интерпретацию постоянной М получим, 
представив ее через критерии геометрического и динамического 
подобия открытых потоков — отношение ширины к глубине В / Н 
и число Фруда F r = ( y 2 / g f f : 

M = {^-W)Ч,^ > 2 б > 

Так как изменения критериев BjH и Fr при колебаниях уров-
ней оставляют величину М неизменной, тр она представляет со-
бой локальный инвариант группы преобразований подобия ква-
зиравномерных потоков, или кратко, локальный инвариант по-
добия1. 

Из результатов цитированной во Введении работы Л. Лео-
польда и В. Лангбейна [201] выявляется' связь закона (8.25) 
с очень общими свойствами системы поток—русло, теми, кото-
рые определяют ее принадлежность к классу открытых стати-
ст 
н г. 
ре 
ПС 

ни 
по 
УК 
НС 
НС 
и 

-ПО 

(8 скарости: 

ически стабильных физических систем. Поставив своей целью 
йти, как изменяются гидравлические элементы потока вдоль 
ки по мере нарастания ее расхода, Леопольд и Лангбейн ис-
льзрвали уравнение неразрывности, формулу Шези—Ман-
нг.а, полуэмдирическую формулу концентрации наносов и два 
стулата, связанных с концепцией энтропии. Первый из них 
азывает на стремление всех физических систем к равномер-
му распределению энергии, второй есть постулат о минималь-
й скорости порождения энтропии. В итоге расчетов Леопольд 
Лангбейн пришли к соотношениям: #~Q°> 3 6 , B~Q 0 ' 5 5 , отсюда 
лучаем HB'b~Q 0 ' 5 0 , т. е. закон (8.25). 
Д л я удобства расчетов приведем вытекающие из формулы 
25) выражения для средней глубины, расхода воды и средней 

Н = М Q ' \ . (8.27) 

Q = -^(gB)4>H2, (8.28) 

u - w{ I f H - <8-29> 

1 Еще в 1950 г. Г. В. Железняков [50, с. 49] высказал, предположение 
В 

возможности рассматривать произведению Fr как . одну из безразмер-

характеристик руслового потока. К сожалению, последующая неправиль-
на А трактовка этой величины как критерия подобия [52] помешала Железня-

Е : у использовать ее должным образом. 
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Формула (8.28) играет роль общей основы всех однозначных 
кривых расхода. 

Установив возможность квазиравномерного движения и опре-
делив его свойства, остается убедиться в том, что оно действи-
тельно реализуется Природой. Наиболее удобный опытный ма-
териал для этого дают измерения расходов воды на постоянных 
гидрометрических створах, которые принято устраивать, по воз-
можности, в прямолинейных, устойчивых плёсовых лощинах 
с незатопляемыми берегами. Выполненный анализ таких изме-
рений (в частности, собранных в Гидрологических ежегодниках) 
показал, что всюду, где исходные условия недеформируемого, 
цилиндрического русла с крутыми берегами соблюдены, закон 

Р и с . 41. р. Е н и с е й — г. К ы з ы л . П л о щ а д ь Р и с . 42. р. М о л о г а — г. У с т ю -
в о д о с б о р а 112 000 км 2 . И з м е р е н и я 1962 г. ж н а . П л о щ а д ь в о д о с б о р а 

19 4 0 0 км 2 . И з м е р е н и я 1955 г. 

(8.25) выполняется с высокой для натурных наблюдений точ-
ностью. Существование квазиравномерного движения и его зна-
чительная распространенность в естественных потоках с т а л и / т а -
ким образом, фактами. 

Обычная обработка измерений состоит в вычислении значе-
ний длины /Q = Q'/2/ (gB) l / i и в построении графиков функции Н = 
= H(Iq). Свидетельством локальной инвариантности величины 
М служит расположение точек измерений вдоль прямой, выходя-
щей из начала координат. Примеры такого рода графиков даны 
на рис. 41—44. 

Общее свидетельство верности закона (8.25) можно видеть 
в том, что значения постоянной М по гидрометрическим створам 
на реках разных масштабов и с разными типами водного и рус-
лового режима изменяются в нешироких границах вокруг еди-
ницы. Внутри области рассеяния выявляется ясно выраженная 
закономерность: значения М на устойчивых плёсовых участках 
рек с песчаным дном группируются около среднего значения 
0,9, с увеличением крупности донных отложений значения М по-
нижаются и в реках с галечно-валунными отложениями падают 

/ 
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до 
им 

0,6—0,5; Как будет показано в главе VII, эта закономерность 
ет ясное физическое объяснение. В руслах со связными грун-

йм 

Рис. 43. р. Кама, с.-Сокольи Горы. Площадь во-
досбора 504 000 км2. Измерения 1951 г. 

тал|си значения М обычно превышают 1,0. Согласно исследо-
ваниям, выполненным в Люблинском Водномелиорацион-
ном институте П Н Р , 
в торфяных руслах они 
достигают 2,0. 

Одно из приложений 
закона (8.25), точнее фор-
мулы расхода (8.28), со-
стоит в том, что эта фор-
мула дает простое и на-
дежное средство экстра-
поляции и интерполяции 
кривых расходов (в пре-
делах основного русла) . 
Если измерения расходов 
ОСЕ ещают лишь часть или 
отдельные интервалы ам-
плитуды колебания уров-
ней, то найдя по этим из-
мерениям значение посто-
янной М в данном створе 
и располагая зависимо-
стями средней глубины и ширины живого сечения от уровня: 
Н == Н (z') и В = В (zr), можем вычислить по формуле (8.28), 

Рис. 44. р. Сенегал, гидроствор Бакель. 
795 км от устья. Измерения 1954 г. 
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значение расхода воды для любого уровня, при котором не было 
измерений. По сравнению с расчетом по формуле Шези этот 
способ имеет преимущество: он не требует знания уклона сво-
бодной поверхности и коэффициента шероховатости — величин, 
которые при отсутствии измерений приходится назначать ориен-
тировочно. 

Формулы расхода (8.28) и средней скорости (8.29) поволяют 
довести до конца решение задачи о скорости cq распростране-
ния расхода, не прибегая при этом к гипотезам о связи Cq с со-
противлением русла. Подставив в формулу Клейца—Бретона 
(8.14) величину расхода по (8.28) и учтя далее формулу (8.29), 
будем иметь 

П р о и з в о д н у ю п р е д с т а в и м в виде 

При поперечных сечениях правильной формы отношение |3 
средней глубины к максимальной не изменяется с наполнением 
русла . -

- Ц - = 0, (8.32) 
<•"'' " м а к с 

Так как, кроме того, — = В, то вместо (8.31) получаем 
С^макс . 

Подставляя это выражение в (8.30), находим окончательно 

Cq ( 1 ! - 3 ? ) 2 • (8-34) 

Отношение cQ к U меняется, таким образом, в зависимости 
только от формы поперечного сечения. При прямоугольном по-
перечном сечении (|3 = 1) имеем , c q = 2U. Если, пренебрегая 
ошибкой .от несоблюдения условия const, применить формулу 

(8.34) к руслу параболического сечения ^ — - f - ) , получим 

3 
cQ = — U, т. е. формулу Седдона. . • ' . , ' . 
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9. Методы интегрирования уравнений 
неустановившегося движения 

Уравнения Сен-Венана допускают лишь численное интегри-
рование. Д о появления быстродействующих вычислительных ма-
шкн наиболее эффективным методом интегрирования был метод 
характеристик, т. е. решение в конечных разностях системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений (8.3) — (8.6). Ре-
шение ищется путем итераций и требует очень трудоемких вы-
числений. В связи с этим для нужд инженерного проектирования 
и гидрологических прогнозов был создан ряд облегченных мето-
дов расчета. Их общую черту составляет пренебрежение силами 
ингрции, т. е. использование уравнения движения в форме (8.8). 
В наиболее простых методах уравнение движения не исполь-
зуется совсем •— его заменяет эмпирическая связь между элемен-
тами движения на расчетном участке, например, между расхо-
дом воды на нижнем конце участка и уровнем в его середине 
или между средним на .участке расходом и объемом воды на 
нем. Упрощение расчетов имеет неизбежной ценой уменьшение 
полноты и точности результатов. Если в расчетах неустановив-
шегося движения, вызванного естественными колебаниями стока, 
точность облегченных методов обычно -достаточна, то в расче-
тах, касающихся работы водозаборных сооружений и гидро-
станций, где приходится иметь Дело с быстрыми изменениями 
расхода, дело обстоит не так. Поэтому до начала 1960-х годов 
положение с расчетами неустановившегося . движения в прак-
тике проектирования оставалось тяжелым. 

Быстродействующие вычислительные машины произвели 
в методах расчета неустановившегося движения подлинную ре-
волюцию. Был переведен на машинный счет метод характерис-
тик и некоторые из облегченных методов, однако, как показал 
О. Ф. Васильев, алгоритм машинного счета при решении непо-
средственно самих уравнений Сен-Венана оказывается более 
прэстым и удобным, чем алгоритм машинного счета по методу 
характеристик. В основном это объясняется тем, что, решая; в ко-
нечных разностях уравнения Сен-Венана, мы задаем фиксиро-
ванную сетку координат /, t, а пользуясь методом характеристик, 
мы должны находить координаты I, t узлов сетки характеристик 
в процессе решения. / 

Обстоятельный обзор методов расчета неустановившегося 
движения (ручных и машинных) содержится в монографии 
М. С. Грушевского [38]. Мы ограничимся здесь тем, что приве-
дем краткие сведения о методе численного интегрирования урав-
нений Сен-Венана, разработанном для машинного счета под ру-
ководством О. Ф. Васильева в Институте гидродинамики СО АН 
С С С Р [14, 16]. Применяя уравнения Сен-Венана в их полном 
вице и имея удобный алгоритм, этот метод дает основание 
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считать его основным современным методом расчета неустано-
вившегося движения воды в открытых руслах. 

Д л я удобства вычислений уравнение движения (6.34) в ме-
тоде ИГ приводится с помощью уравнения неразрывности 
(6.29) к следующему виду: 

— ( - 4-2U dQ 
dl 

= [ / ° + 4 - ( 4 г ) я = соаз] 

U2 \ дг' __ 

U* 

gH J dl 

Q2 

gH К2 (9.1) 

Уравнение неразрывности с учетом бокового притока, интен-
сивность которого обозначается q, записывается в виде 

ЛI . ДI 

П*1 
• i t 

т-1 т т+1 

Д л я численного решения си-
стемы (9.1), (9.2) л используется 
неявная разностная схема, сущ-
ность которой можно понять с по-
мощью рис. 45 и приводимых ни-
же разностных выражений для 
производных. На рис. 45 точки, 
используемые при вычислении 
производных по t, обозначены 
кружками, а производных по / — 

крестиками. Производные от Q и z' по t записываются в сле-
дующем общем виде (у — зависимая переменная, т и п — но-
мера шагов соответственно по / и : 

дУ УЦт- tn + i ) — У Vm. tn) 

Рис. 45. Неявная 
схема. 

разностная 

dt At 

Производные от Q и z' по I пишутся в виде 
dy __ у (Im+U *я + 1> — У Ут-к *n+i) 
dl 

Уклон трения QL 
К2 

24/ 

находится путем его разложения в ряд 

Тэйлора в точке (lm, tn+1), коэффициенты при производных бе-
рутся в точке (lm, tn). Шаг At на оси t может изменяться, так 
же как шаг А/ на оси I. На каждом шаге по времени элементы 
движения рассчитываются по всему протяжению рассматривае-
мого участка реки, после чего совершается переход к следую-
щему шагу. Использование неявной схемы дает возможность 
применять относительно большие шаги по времени (практически 
это значит, что при расчетах суточных колебаний в нижнем 
бьефе ГЭС шаг At в зависимости от интенсивности изменения 
расхода берется примерно в пределах 10 с-^-10 мин) . Система 
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разностных уравнений, аппроксимирующая систему дифферен-
циальных уравнений (9.1), (9.2), решается известным в теории 
разностных схем методом прогонки [22]. 

Начальными условиями, как во всех задачах одномерного не-
установившегося движения, служат функции Q — Q(l, 0) и z' — 
= (/, 0). Если рассматриваются колебания расходов и уровней 
в нижнем бьефе ГЭС, граничным условием в створе ГЭС слу-
жит «входной гидрограф» Q = Q (0, t). Н и ж н я я граница назна-
чается в зоне затухания колебаний и там задается однозначная 
кривая расходов Q = Q (2')• В общем случае как в верхнем, так 
и в нижнем граничных сечениях, могут быть заданы законы из-
менения во времени Q или г ' . 

Результаты расчетов представляют в виде графиков колеба-
ния расходов и уровней в ряде избранных сечений и в виде 
мгновенных продольных профилей свободной поверхности. 

0. Плановые задачи при безотрывном движении 

10.1, Метод Вернадского. Метод плоских сечений 

Излагая методы интегрирования уравнений планового дви-
жения мы ограничимся установившимися, спокойными тече-
ниями ( F r < l ) . Читатель, желающий познакомиться с методами 
решения плановых задач бурных потоков, может обратиться 
К монографии Б. Т. Емцева [47]1. 

Напомним, что уравнения планового движения были выве-
дены в п. 6 при предположениях малости среднего уклона дна 
и плавности донного рельефа. Последнее условие записывают 
в виде усиленных неравенств 

^ « 1 , ^ « 1 . (10.1) 

Уравнения планового движения были впервые составлены 
Н. М. Вернадским в 1931 г. [11]. Они были даны в натураль-
ны;: координатах, т. е. в виде уравнений (6.23) и (6.27). Коррек-
тив скорости а 0 был принят Вернадским (так же как во всех 
других методах решения плановых уравнений) равным единице. 

При Fr > 1 уравнения планового движения относятся к гиперболиче-
скому типу. Их характеристиками служат линии возмущений в координат-
ной плоскости (х, у). Участки с бурным течением обычно имеют малую 
длину и на них можно пренебрегать силами трения. При Fr<l уравнения 
планового движения принадлежат к эллиптическому типу. Пренебрегать тре-
нием в спокойных потоках можно лишь в редких случаях. Этим объясняется, 
почему задачи планового движения бурных и спокойных потоков решаются 
разными методами. 

131. 



Подставляя в первое из уравнений движения (6.27) выражение 
коэффициента Шези. по Маннингу, после перегруппировки чле-
нов и деления на g получаем уравнение вида 

n2W2 V W d\V 
• Л — 7 1 Г + Т . ~ д Г ' ( 1 0 - 2 ) 

Согласно уравнению неразрывности (6.23), имеем 

(10.3) 

ТА 0W Исключая с помощью этого равенства производную —— из 

уравнения (10.2) и обозначая — , получаем сле-
h, ol г** ... 

дующую систему уравнений движения: 
. , n2W2 ' W2 

L W2 

( - + — \ I г* т̂  р** ) > 

2 = gr 

(10.4) 

Величину — ^ Вернадский назвал кривизной вертикали. 

Одно из крайних сечений рассматриваемого участка реки дол-
жно быть выбрано там, где линии тока можно считать парал-
лельными прямыми j ^ - = - 4 j r = o j . Тогда граничные условия 

для системы дифференциальных уравнений (10.4) будут состо-
ять из распределения скоростей W по ширине этого сечения и из 
равенства скоростей нулю на линиях урезов воды. Напоминаем, 
что поле глубин должно быть известно. 

Д л я численного интегрирования системы (10.4) Вернадский 
записал ее в конечных-разностях и разработал итерационную 
графоаналитическую процедуру вычислений. Две смежные линии 
тока и два смежных поперечника выделяют криволинейный пря-
моугольник, называемый клеткой плана течения. Размеры А/ 
и Ab клетки, примыкающей к крайнему сечению участка и к од-
ному из берегов, назначаются произвольно. Размеры остальных 
клеток находятся путем последовательных приближений с уче-
том условий динамического равновесия, выражаемых уравне-
ниями движения. Д л я обеспечения сходимости решения разност-
ных уравнений к решению исходной системы (10.4) необходимо 
пользоваться добавочным граничным условием —распределе-
нием .скоростей во втором крайнем сечении, что Вернадским не 
было предусмотрено. Это обстоятельство, а также большая тру-
доемкость вычислений ограничили применение метода Вернад-
ского в расчетах. 
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При ручном счете в настоящее время применяются модифи-
кации метода Вернадского, основанные на пренебрежении си-
л а м и инерции. Если отбросить в системе уравнений (10.4) силы 
инерции, останется только уравнение движения д л я продольной 
координаты. Его удобно написать в следующем виде (индекс 

бозначения уклона опускаем) : у с 

ма 
Считая кривизну плановых линий тока и углы между ними 

лыми, можем использовать «гипотезу плоских сечений», т. е. 
изобразить поперечные сечения на плане участка отрезками 
прямых. Прямолинейные поперечники не требуют расчета, их 

жно назначать . Если план течений строится при большом на-

(Ю.5) 

мо 
поАнении русла, когда направление линий тока мало отличается 
от направления берегов, поперечники проводят нормально к гео-
метрической оси русла. Если план течений строится при малом 
наполнении, когда на направление линий тока влияет рельеф 
дн^, ориентировку поперечников сообразуют с этим рельефом. 

Линии тока принято проводить так, чтобы при переходе от 
одкой линии к другой функция тока получала одно и то ж е при-
ращение 

Л Ч Г = 1 Т ' '"• "•.• ' (Ю.6) 

гд^ /n — ц е л о е число. В результате поток разбивается в плане 
на ~~ 
ли 

т струй с одинаковыми расходами воды. Процесс построения 
Ний тока получается простым: назначив поперечники надо раз-

бить к а ж д ы й из них по ширине на части,' пропускающие одну 
у ж е выбранную долю полного расхода и затем соединить 

то^ки деления на плане участка плавными линиями. 
Деление поперечников на части с равными расходами воды 

производится следующим образом. В соответствии с уравнением 
(10.5) расход первых i струй (считая от уреза, принятого за на-
чало поперечной оси Ь) выражается в фиксированном попереч-
н о ^ сечении интегралом 

"i 
Q ( A ) = J f - J h4'db, (10.7) 

о 

где bi—.поперечная координата линии тока, отделяющей эти 
i струй от остального потока. Уклон / и коэффициент шерохова-
тости п предполагаются в данном сечении постоянными. 

Неизвестной в уравнении (10.7) является координата bi. Д л я 
ее отыскания служит равенство 

. в • 
h i h d b ^ ^ [ h 4 3 ' d b , ' (10.8) 
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которое легко решается графически. Построив интегральную 
кривую, делят ее конечную ординату на т равных частей, 
и точки деления сносят сначала на интегральную кривую, а за-
тем на ось Ь, как показано.на рис. 46. Описанный простой спо-
соб был введен в практику расчетов М. А. Великановым. На пря-

молинейных и слабоизогну-
• тых участках рек с плавным 

рельефом дна он дает впол-
не удовлетворительные ре-
зультаты. 

f h ^ d b 

Рис. 46. 

10.2. Метод фрагментов 

Запросы практики неред-
ко ставят задачу построе-
ния .планов течений на уча-

гь 0 стках, где условия плановой 
У?5 изменяемости движения не 

соблюдены. В некоторых 
случаях можно выйти из за-
труднения, применив метод 
фрагментов. Общая идея 
метода состоит в том, что 
поток разбивается в плане 
на несколько фрагментов, 
в пределах каждого из кото-
рых допустимо считать дви-
жение плавно изменяющим-
ся и пользоваться гипотезой 

плоских сечений. Склейка решений на границах фрагментов вы-
полняется автоматически, если расход воды заранее распределен 

. между фрагментами. Так, если фрагментами служат рукава 
разветвленного участка реки, то сначала надо распределить рас-
ход между рукавами. Задача становится более сложной, когда 
фрагменты отделены друг от друга затопленными формами рус-
лового рельефа (косами или осередками) и вода может пере-
текать из одного фрагмента в другой. Мы рассмотрим этот 
случай на примере переката с заходящими плёсовыми лощи-
нами. 

Перекаты с заходящими плёсовыми лощинами, называемые 
также перекатами с затонской частью, отличаются тем, что их 
вал пересекает русло по очень пологому направлению (рис. 47). 
При низких уровнях вал переката работает как косой затоплен-
ный водослив, бьефами которого являются верхняя и нижняя 
плёсовые лощины. Свободная поверхность имеет наиболее кру-
тое падение над гребнем переката, причем там, где плёсовые 
лощины заходят друг за друга, уклон направлен поперек русла. 
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Деление на фрагменты вытекает из картины движения по-
т о к ^ — к одному фрагменту принадлежит «верхний бьеф», т. е. 
оконечность верхней плёсовой лощины и напорный скат перекат-
ного вала, к другому — «нижний бьеф», т. е. затонская (тупи-
ковая) часть нижней плёсовой лощины вместе с тыловым скатом 
перекатного вала . Элементы движения, относящиеся к первому 
фрагменту, отмечаются ниже индексом I, ко второму — индек-
сом II. При распределении расхода воды между фрагментами 
удобно пользоваться общей осью отсчета продольных расстоя-
ний, приняв за нее линию гребня переката L. 

Вследствие бокового перелива воды в затонскую часть рас-
ход воды в верхней плёсовой лощине падает вдоль L, а расход 
воды в затонской части нарастает. 

три 

где 
на г 

и 
расх 
знач 
надр 
ход 
из 
дутс 
(10. 

эт: 

Рис. 47. Фрагменты плана течения на пере-
кате с затонской частью. 

Таким образом, в каждом поперечном сечении соблюдены 
условия неразрывности: 

Q i + Q H = Q , (Ю.9) 
dQl dQn 

dL dL (1Q.10) 

qw = qw {L) — удельный расход Q — полный расход реки 
ребне перекатного вала, 
тобы воспользоваться формулой (10.8) для распределения 
ода воды по ширине каждого из фрагментов, надо знать 
ения расходов Qi и Qn в каждом из расчетных сечений, т. е. 

располагать функциями Qi(L) и Qn(L). Если полный рас-
ходы в реке известен, то достаточно располагать лишь одной 
их функций, например Qn (L), так как значения другой най-
I из формулы (10.9). Интегрируя второе из уравнений 
0), получаем 

Qn(L) = \qwdL. (10.11) 
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Таким образом, задача о распределении расхода воды между 
верхней и нижней плёсовыми лощинами будет решена, если бу-
дет известна функция qw (L ) , т. е. распределение удельного рас-
хода воды по. гребню переката. Рассматривая вал переката как 
затопленный водослив с широким порогом и считая, что вся раз-
ность отметок свободной поверхности в верхней и нижней плё-
совых лощинах сосредоточена над гребнем этого водослива, мо-
жем написать 

q w ~ h Y 4 ( z i - z u ) : (10.12) 

где h = h(L) — глубина на гребне. Наблюдения показывают, 
что разность — z ' n меняется наиболее резко в вершине затон-

ш(Ц 
w(Lc) 

ской части, где она возрастает от нуля, и на нижнем побочне, 
где она падает до нуля. На основном; же протяжении затонской 
части, где происходит перетекание воды из фрагмента I в фраг-
мент II, эта разность меняется очень мало. Таким образом, при-
ближенно можно считать 

~ ( z i - z n ) ^ 0 . (10.13) 

Учтя это в (10.12) и перенеся результат в (10.11), будем-
. иметь 

L 
Qu (L) ~ f AdL = u>(L), (10.14) 

о 

где функция со (L) выражает нарастание площади живого сече-
ния на гребне переката при движении вдоль линии гребня. 

Там, где верхняя плёсовая лощина заканчивается и попереч-
ный перелив прекращается (сечение С—С на рис. 47) , формула 
(10.8) может быть применена к полному живому сечению реки 
и, следовательно, величина расхода воды в затонской части 

136. 



Q i i ( £ c ) = Qiic легко устанавливается. Приняв во внимание вы-
ражение (10.14), получаем следующую расчетную формулу из-
менения расхода воды вдоль затонской части переката: 

где со (Lp) —часть живого сечения на гребне переката, ограни-
ченная координатами L == 0 и L — Lc (рис. 48). 

Функция (10.15) вместе с условием (10.9) позволяет опреде-
лить расходы воды во всех сечениях затонской части и верхней 
плёсовой лощины, после чего, используя' в каждом из этих фраг-
ментов графический прием Великанова, уже нетрудно найти гра-
ницы струй. Очевидно, число струй в верхней плёсовой лощине 
будет уменьшаться вниз по течению, а в затонской части воз-
растать. 

10.3. Применение машинного счета 

зад 

рек 
ны 
ВЫ) 
реч 

гра 
и V 

Необходимость строить координатную сетку в ходе решения 
ачи препятствует использованию натуральных координат 

в расчетах на ЭВМ. Применение же прямолинейной сетки ос-
ложняет запись граничных условий на берегах, обычно имею-
щих криволинейные очертания. Среди нескольких попыток пре-

леть это затруднение наибольшего внимания заслуживает 
метод, предложенный недавно В. М. Селезневым и В. В. Филь-
чаковым. По этому методу в области решения (на плане участка 

и) разбивается сетка, которая состоит из т + 1 прямолиней-
i поперечников, параллельных оси у, и кусочно гладких кри-

получаемых соединением точек деления каждого из попе-
ников на я равных интервалов. 
Таким образом, шаг по оси у получается одинаковым на 

каждом поперечнике, но переменным вдоль осй" xi 
Система уравнений планового движения (6.16) после подста-

новки в нее выражения коэффициента Шези по М'аннингу заме-
няется системой разностных уравнений, которая решается при 

ничных условиях, содержащих распределения скоростей U 
в крайних сечениях участка и равенства скоростей нулю на 

линиях урезов воды. Решение ведется итерационным способом 
по всей области: поле скоростей, построенное с учетом гранич-
ных условий на верхнем конце участка, должно удовлетворять 
граничным условиям на нижнем.; Число решаемых алгебраиче-
ских уравнений равно при этом 3 ( п — 1 ) { т — Т ) , т. е. весьма ве-
лико и решение требует поэтому большого машинного времени. 
Уменьшить это время можно, использовав как начальное при-
ближение план течений, достаточно близкий к окончательному, 
но получаемый более простым способом. В качестве такого вспо-
могательного способа Селезнев и Фильчаков использовали 
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регуляризацию решения с помощью условия минимальной скоро-
сти диссипации энергии в объеме воды, содержащемся на уча-
стке. Учет граничных условий на нижнем конце участка при этом 
не нужен. Число алгебраических уравнений получается 3 ( п — 1). 
Решение ведется методом случайного поиска и занимает на ма-
шине время, которое на порядок меньше времени, требуемого 
для решения по основному методу. 

Из новых предложений по .численному решению уравнений 
планового движения заслуживает внимания также метод конеч-
ных элементов, позволяющий математически моделировать гра-
ничные контуры области решения любой сложности [10]. 

11. Плановые задачи при отрыве потока от берегов 

11.1. Общая картина движения на участках отрыва. 
Уравнения движения 

Резкое плановое расширение потока с образованием водово-
ротных зон наблюдается обычно вслед за его местным стес-
нением. Такое стеснение может быть вызвано выходом в берегах 
трудно размываемых пород или искусственными сооружениями: 
полузапрудами, перемычками строящихся гидроузлов и т. д. Во-

доворотные зоны образуются также на 
крутых изгибах русла как у выпуклого, 
так и у вогнутого берега (при больших 
расходах воды). Обширные водоворот-
ные зоны возникают в нижних бьефах 
подпорных сооружений при работе части 
пролетов водосливной плотины или части 
турбин ГЭС. 

Начальный участок отрыва открытого 
потока от берега по своей кинематической 
структуре сходен с начальным участком 
пограничного слоя, образующегося при 
втекании, плоской турбулентной струи 
в область, занятую покоящейся жидко-

стью. Этот начальный участок показан на рис. 49. Прямые ли-
нии. 0./ и ,&2 представляют границы слоя (границы области сме-
шения). Между этими линиями продольная скорость течения 
убывает от значения, равного скорости транзитного потока, до 
нуля. Жидкость, подсасываемая струей из внешнего простран-
ства, течет вдоль ограничивающей это-пространство стенки, на 
рис. 49 по нормали к направлению основного движения. Откло-
нены в сторону нарастающего пограничного слоя и ближайшие 
к нему линии тока в струе. 

Р и с . 49. 
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Картина движения, охватывающая весь участок расширения, 
эжняется конечностью поперечных размеров руслового по-
а. Основные черты этой картины можно уяснить с помощью 

50, на котором схематически представлено одностороннее, 
запное, плановое расширение потока в русле прямоугольного 
ния. Начальный участок расширения заканчивается в сече-
/ , где внутренняя граница области смешения 7 достигает 

овой стенки. Водоворотная зона заканчивается в сечении II. 
сь в одной точке сходятся: линия 0'2, представляющая внеш-

границу области смешения, линия нулевых скоростей О'З, 
лЯкяцая область прямого течения от области обратного, 
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ис. 50. Схема внезапного одностороннего расширения потока в откры-
том русле. 

иния 0'4, которая служит границей междутранзитным пото-
с постоянным расходом воды и водоворотной зоной. Сече-
III есть сечение полного выравнивания скоростей. 

Вследствие перехода части кинетической энергии потока 
отенциальную уклон свободной поверхности на участке рас-
ения мал, а при значительной степени расширения стано-
гя обратным. В водовороте вдоль берега,: к которому он прй-
ает, обратный уклон наблюдается всегда и его действием 
ясняется обратное движение воды у этого берега. На рис. 51 
азан рельеф свободной поверхности р. Невы на участке Ива-
:ких порогов, по измерениям Н. П. Гилярова на аэродинами-
ой модели участка. В начале участка поток сжат выступаю-
и в берегах скальными породами и затем испытывает резкое 

1пирение в левую сторону. Обширная водоворотная зона у ле-
берега используется судами с маломощными двигателями 

хода вверх по реке. 
р а д о с т ь вертикальных размеров руслового потока и связан-
с ней торможение потока дном делают основные параметры 
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отрывного расширения зависящими от наполнения русла и ше-
роховатости дна. Опыт показывает, что при увеличении шерохо-
ватости дна увеличивается угол расширения и сокращается 
длина водоворота. Связь длины водоворота с наполнением русла 
более сложна. Увеличение наполнения ведет, вообще говоря, 
к росту длины водоворота, однако в русле прямоугольного се-
чения этот рост происходит лишь до известного предела, после 
достижения которого длина водоворота начинает сокращаться 

Рис. 51. Рельеф свободной поверхности на участке Иванов-
ских порогов р. Невы. 

под влиянием дающего о себе знать сопротивления боковых сте-
нок. В естественных руслах с- большими отношениями ширины 
к глубине практически действует лишь закономерность роста 
длины водоворотных зон с ростом наполнения. 

Обширные экспериментальные исследования отрывного рас-
ширения открытых потоков были выполнены во б Н И И Г 
им. Б. Е. Веденеева под руководством А. Н. Рахманова [108, 
109]. В лотке прямоугольного сечения было исследовано 14 схем 
расширения, включавших одностороннее и двустороннее симмет-
ричное и несимметричное расширения с различными отноше-
ниями ширин узкого и широкого сечений, а также при различ-
ной шероховатости дна. На рис. 52 показаны полученные в этих 
опытах зависимости относительной длины водоворота от степени 
расширения, коэффициента Шези С и относительной ширины 
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по)грка д л я практически наи-
более важного случая одно-
стороннего расширения 

АВ I L l V В2 

(Р эозначения см. на рис. 50). 
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На графиках видно, что -рост 
длины водоворота в зависи-
мости от коэффициента Шези 
С монотонный. При Bzfhz ^ 30: 
длина водоворота монотон-
но возрастает и с наполнени-
ем русла. При больших отно-
шениях Вг/йг увеличение сте-
пени расширения (уменьшение 
отношения Bi/Bz) сокращает 
относительную (но не абсолют-
ную) длину водоворота. При 
малых Вг/Л2 увеличение степе-
ни расширения ведёт к росту 
абсолютной и относительной 
длин водоворота. 

Теоретический анализ свя-
зей длины водоворота Lv и 
длины участка выравнивания 
скоростей L e с глубиной пото-
ка и коэффициентом гидравли-
ческого трения содержится 
в монографии М. А. Михалева 
[96i], Д л я русел прямоугольно-
го поперечного сечения в ней 
даны расчетные соотношения. 

В областях смешения от-
рывных течений поперечные 
градиенты оередненных скоро-
стей оказываются сравнимыми 
с градиентами скоростей по 
вертикали и одно из допуще-
ний, принимаемых обычно для 
потоков мелкой воды — о воз-
можности пренебрегать произ-
водными от касательных на-
пряжений по осям, параллель-
ным дну — делается неприем-
лемым. Отказ от этого допуще-
ния обязывает дополнить урав-
нения турбулентного движения 
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(3.18) членами, содержащими касательное напряжение 
ixV = — p u ' v ' ^ B уравнение для координаты х оно войдет под 
знаком производной по у, а в уравнение для координаты у — 
под знаком производной по х (см. систему (3.10) полных урав-
нений Рейнольдса) . 

При осреднении этих производных считают, что распределе-
ния напряжений %ху на вертикалях близки к равномерному. Так 
как по ширине потока напряжения меняются сильно (гораздо 
сильнее глубин), то д&бавочные члены в уравнениях планового 

.. д , . д . ч движения получают простои вид: —(Тж^)ср , -g—{^xV)Cp-

При пользовании в задачах отрывного движения натураль-
ными координатами принято пренебрегать кривизной струй. Та-
ким образом, остается лишь уравнение для продольной коорди-
наты, которое записывается 

dW д , , W2 , д , ч /и W - w = - g w ( z 0 + h ) ~ g - ^ + : . 4 f ( ' ! l b ) c p , (11.2) 

где %ib — касательное напряжение на боковых поверхностях пла-
новых струй. Средний уклон дна (о принят в уравнении (11.2) 
равным нулю. Такое условие принимается во всех задачах от-
рывного движения, поскольку участки расширения имеют не-
большую длину. Уравнение (11.2) должно решаться совместно 
с уравнением неразрывности (6.23). 

Н а прямых участках русел, в частности в нижних бьефах 
гидротехнических сооружений, обычно применяются прямоли-
нейные декартовы координаты, причем считается, что можно пре-
небрегать поперечной компонентой скорости V как малой по 
Сравнению с продольной компонентой U. Таким образом, ис-
пользуется лишь уравнение движения в проекциях на ось х, кон-

т/ dU _ 
вективныи член в н е м опускается. Это делает уравнение 

движения не согласованным с уравнением неразрывности и при-
дает решениям нестрогий характер. 

Различия в методах интегрирования уравнений отрывного 
движения обусловлены главным образом различиями в приемах 
определения касательных напряжений хху. Чаще всего эти при-
емы заимствуются из теории турбулентных струй. 

11.2. Методы интегрирования уравнений отрывного движения 

Решением плановой' задачи отрывного движения открытого 
потока занимался ряд исследователей: Н-, М. Вернадский, 
И. И. Леви, В. В. Баланин и В. М. Селезнев, В. М. Быков, 
И. В. Лебедев, Г. В. ВострЖел, М. А. Михалев, А. Н. Бутаков 
и др. Некоторые из них выполнили также ценные эксперимен-
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тальные исследования. В частности, следует отметить цикл опы-
тов И. В. Лебедева, уступающий по своему объему только опы-
там А. Н. Рахманова . 

В настоящее время в расчетах чаще всего применяются два 
мйтода решения задач отрывного движения: метод Баланина— 
Селезнева и метод Михалева. На них мы кратко и остановимся. 

Основу метода Баланина-—Селезнева составляет теория сво-
бодной турбулентности, разработанная в 1941 г. Г. Рейхардтом 
и модифицированная потом И. М. Коноваловым (1947 г.). Ис-
ходя из экспериментальных данных, Рейхардт предположил, что 
поперечный перенос импульса, в турбулентных струях пропор-
ци 

гд 
рс 

во 

ра 

онален градиенту импульса 
1 : . ди2 

_ e V = — (11.3) 

е A = A ( x ) — величина с размерностью длины, играющая 
ль масштаба турбулентности, и """-. ' 

и ? = М 2 + И / 2 . (11.4) 

При отсутствии градиента давления 'гипотеза Рейхардта.при-
дит к уравнению движения типа уравнения теплопроводности 

дй2 . д2й? ,лл _ч 

- I x — A U f - < п - 5 > 

Его интегрирование дает распределение и2 по закону интег-
ла вероятностей Гаусса. 

Трудность перехода от оередненных квадратов актуальных 
оростей к осредненным скоростям вызвала упрощающее допу-ск 

щ^ние Коновалова 
2 

ди' п ди.2 ди2 /11 С\ 

Возможность этого упрощения обусловлена тем, что до на-
правлению от оси турбулентной струи к ее периферии пульсаци-

•онные скорости убывают значительно медленнее оередненных 
скоростей. Учтя равенства (11.6) в формуле Рейхардта (11.3) i 
положив длину А пропорциональной расстоянию х от начала 
расширения и применив результат к турбулентному открытому 
потоку, получаем следующее выражение для среднего касатель-
ного напряжения в плоскости (х, z): 

2 ди2 
( 1 Х у ) с р = ? а ь Х - ^ - , (11.7) 

где йй — эмпирический коэффициент. 
Формулы (11.3) и (11.7) имеют тот принципиальный не-

достаток, что они не инвариантны- относительно преобразований 
Галилея — ими можно пользоваться только в системе отсчета, 
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связанной с берегом. Уравнение движения в проекциях на ось 
х с учетом формулы (11.7) и условия V<^U записывается 

гт ди г и 2 , 2 д2и / ,1 OV 
^-W-8I

X-g-CvT+akX o f ( n - « ) 

Считая, что дно горизонтальное и поперечный уклон отсутст-
вует, имеем 

h - h ( x ) . (11.9) 

Отсюда уравнение движения (11.8) можно представить в виде 

. ^ (U2+2gh) = -2g 2alx - g j - ( (11.10) 

Введя замену независимой переменной x—~]/t, получаем 

ж - - - y r ( 1 1 Л 1 ) 

Уравнение (11.11) легко интегрируется. Его общий интеграл 
после возвращения к старым независимым переменным х, у вы-
ражается следующим образом: 

2 V к akx J 
(<*-у)2 

4 а \ х 2 da. — 2g(h~h0). 

(11,12) 
Здесь Fo(a).— распределение f/2 во входном сечении, Ы — 

глубина воды в нем, а — переменная интегрирования. Опреде-
ленное по опытным данным значение коэффициента состав-
ляет около 0,05. 

Д л я построения плана течений уравнение (11.12) решается 
совместно с интегральным уравнением неразрывности. Так как 
изменение высот свободной поверхности на участке расширения 
спокойного потока всегда мало по сравнению с глубинами, то 
величину Czh принимают постоянной по длине участка: С2Ьж 
~C2ho = const. Расчеты ведут путем последовательных прибли-
жений. В первом приближении распределение расхода воды по 
ширине участка находят, считая свободную поверхность гори-
зонтальной, т. е. положив h(x) = ho. Д а л е е в каждом сечении 
задаются некоторым значением h>ho, добиваясь того, чтобы 
рассчитанные расходы во всех сечениях получались равными за-
данному расходу в верхнем граничном сечении. 

Приближенный способ построения плана отрывного течения 
в русле с произвольной формой дна изложен в статье Баланина 
и Селезнева [6]. Выполнение расчетов с помощью ЭВМ осве-
щено в статье Селезнева и Фильчакова'[121]. 

В методе Михалева . используется решение, полученное 
Г. Шлихтингом (1930 г.) Для плоского турбулентного следа за 
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движущимся в жидкости телом. Касательное напряжение Шлих-
тинг определяет по известной формуле Л . Прандтля 

*™==р Р 
ди 
ъу -W' . <»лз) 

гд|е I — «путь перемешивания». В задачах свободной турбулент-
ности величина I принимается поперек потока постоянной. Пре-
небрегая компонентой скорости v и считая, что на достаточном 
удалении от тела скорость течения в следе ui мала по сравне-
нию со скоростью тела ио, Шлихтинг записывает уравнение дви-
жения в виде 

Если воспользоваться условием неизменяемости потока им-
Ульса по длине следа и предположить, что интенсивность пере-

ме 
ег 

гд 
си, 
ко 
Ui 

( 1 1 Л 4 ) 

шивания в сечении следа^пропорциональна скорости Ui Мако на 
э оси, можно приити к следующим соотношениям для ширины 

следа и скорости Mi макс: 
Ъ ~ У 'х, (11.15) 

« 1 м а к с 7 7 = " , ( 1 1 . 1 6 ) Ух 

где х — расстояние от тела. Интегрируя уравнение (11.14) с уче-
том соотношений (11.15) и (11.16), получаем следующее рас-
пределение оередненных скоростей по сечению следа: 

Ml 
. 4 - 4 - , ' ( И Л / ) 

г b — полуширина следа. Приравняв поток импульса в следе 
ле сопротивления, испытываемого телом, нетрудно определить 
эффициент пропорциональности в соотношении для скорости 

. В результате получаем формулу 

« Ш а к с ^ М У ^ К - О , ' ( И Л 8) 

в которой bo — полуширина тела и сх — коэффициент сопротив-
ления. Формулы (11.17) и (11.18) полностью определяют поле 
скоростей в следе (при х^>Ьо). 

М. А. Михалев [95, 96] применяет закон распределения ско-
ростей (11.17) к средним по вертикали скоростям в области сме-
шения расширяющегося открытого потока. В общем случае; 
когда скорости Ur обратного течения в водовороте сравнимы со 
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скоростями транзитного течения, распределение плановых ско-
ростей описывается уравнением 

и ~ % (МЛ9) <->макс и г 

причем относительная поперечная координата т] определяется 
выражением . 

• П — У - 7 У : - , • (11.20) vtn 

где Ъщ — ширина области смешения; г/г— ордината внутренней 
границы этой области. На начальном участке одностороннего 
планового расширения открытого потока можно пользоваться 
эмпирическим соотношением 

ух = Вх-0,1х. (11.21) 

При х > 1 0 В \ , пренебрегая толщиной пограничного слоя на 
боковой стенке, допустимо считать yi = 0. 

Торможение потока дном заставляет скорости открытого по-
тока убывать по длине участка расширения значительно быст-
рее, чем убывают скорости по длине следа. Решив уравнение из-
менения импульса с учетом сопротивления дна и боковых сте-
нок, Михалев получил для одностороннего расширения при 
Bz/Bi>4 следующий закон падения максимальной скорости: 

- % ^ = 1 , 3 7 ё х р ( - А ^ ) , (11.22) 

где % — суммарный коэффициент гидравлического трения. При 
больших степенях расширения скоростями обратного течения 
можно пренебрегать и тогда уравнения (11.19) и (11.22) пол-
ностью решают задачу о распределении плановых скоростей. 

В случае небольших- значений относительно расширения 
52/Bi<3-=-4, когда длина водоворота сближается с длиной на-
чального участка, расчетные выражения становятся более слож-
ными и мы не будем их здесь приводить, отослав читателя 
к книге Михалева [96]. 

11.3. Построение свободных линий тока 

Если плоский поток идеальной, невесомой, несжимаемой жид-
кости обтекает препятствие с острыми кромками, он отрывается 
от него, а жидкость за препятствием остается неподвижной при 
постоянном давлении. Давление, очевидно, сохраняется постоян-
ным и на линиях тока, отделяющих. движущуюся жидкость от 
неподвижной. Эти линии тока называются свободными. Так как 
линии тока идеальной жидкости всегда можно заменить твер-
дыми границами, то построение свободных линий тока дает воз-
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можность создавать безотрывно обтекаемые твердые поверх-
ности. 

Инициатива рассмотрения подобных задач в динамике русло-
вых потоков принадлежит В. М. Маккавееву, решившему 
в 1934 г. таким способом задачу об очертании струенаправляю-
щих дамб мостовых переходов [85]. Считать плановый русловой 
поток плоским и пренебрегать в нем силами трения можно 
тогда, когда соблюдены два условия: малая изменяемость глу-
бин и сильное стеснение потока по ширине, приводящее к боль-
шим положительным ускорениям. Такие ситуации в русловых 
потоках нельзя считать исключенными. При больших наполне-
ниях русла на участках ограни-
ченной длины вариации глубин 
могут быть несущественными да-
ж е в случае относительно слож-
ного рельефа дна. 

Отбрасывание сил трения по-
зволяет считать движение не-
сжимаемой жидкости безвихре-
вым. Плоское безвихревое тече-
ние жидкости определяется его 
комплексным потенциалом 

F(z) = У)+*К*. у). 
(11.23) 

гд4 2 = x + iy — комплексный ар-
гумент; ф — потенциал векторно-
го поля скоростей и -ф — функция 
тока. 

Таким образом, задача построения поля скоростей сводится 
к Отысканию комплексного потенциала F (z). Наиболее удобные 
средства для этого дает метод конформных преобразований, ос-
новы которого кратко излагаются ниже. Более подробные све-
дения читатель может получить из книги М. А. Лаврентьева 
и Б. В. Шабата [81]1. 

Дифференцируя функцию F (z) по г, имеем 
d F (11.24) 

Рис. 53. 

dz дх ду 

т. ё. производная от комплексного потенциала по комплексному 
аргументу есть сопряженная (комплексно сопряженная) ско-
рость (рис. 53). Модуль производной dF/dz дает абсолютное 
значение скорости течения 

'dF 
dz ^ Y U 2 + 1 / 2 = | W|. (11.25) 

1 При дальнейшем изложении предполагается, что читатель знаком с Эле-
тами теории функций комплексной переменной. 
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Пусть теперь имеем две : комплексные переменные: -г = 
— x+iy и £ = £-И'ть функционально связанные между собой 
зависимостью z = f (£). 

Если нам . Дан комплексный, потенциал некоторого течения 
F (z), то функция f позволяет преобразовать этот комплекс-
ный потенциал в другой, определяющий собой новое течение 

F{z)--F[f(;C)\-G(?,) vi)- ; . /y(=, п). (П.26) 

Равенство функций F(z) = G(£) делает необходимыми ра-
венства 

? ( * , У) = ? / ( ? , 4) , (11-27) 

y) = f (е, Ч). " (11-28) 

Отсюда следует, что линии тока я|э = const и линии равного 
потенциала ф = const плоскости (х, у) будут иметь своими изо-
бражениями линии тока i | / = const и линии равного потенциала 
•ф' == const ПЛОСКОСТИ (I, ' Г]). Говорят, что плоскость (х, у) при 
помощи преобразующей функции f (£) отображается на плос-
кость г]). Это отображение называется конформным в силу 
его основного свойства подобия в бесконечно малых элементах, 
т. е. сохранения углов и направлений их отсчета в любых соот-
ветствующих точках двух плоскостей. 

Очевидны два свойства конформного преобразования тече-
ния: 1) расход жидкости между двумя соответственными ли-
ниями тока на обоих плоскостях один и тот же; 2) циркуляция, 
по любому контуру равна циркуляции: по изображению этого 
контура на другой плоскости. 

Общая схема применения метода конформных преобразова-
ний в задачах гидродинамики следующая. 

1. В физической плоскости течения, т. е. в плоскости комп-. 
лексного переменного z = x+iy, заданы контуры ограничиваю-
щих поток твёрдых поверхностей. 

2. Располагаем картиной некоторого простейшего течения 
во вспомогательной плоскости комплексного переменного £ = 
= 1+щ. 

3. Путем подбора отыскиваем преобразующую функцию z = : 

= /.(£), которая позволяет отобразить течение плоскости £ на 
плоскость z с соблюдением имеющихся на последней граничных 
условий, т. е. тем самым получить интересующую нас картину 
течения в этой плоскости. 

Важную разновидность метода конформных преобразований 
составляет метод годографа. Сущность этого метода состоит 
в том, что в качестве вспомогательной плоскости используется 
плоскость сопряженной скорости, т. е. т акая плоскость комп-
лексной переменной £ = g+ir) , для которой •£ = U и т] ==—V. 

Последовательность действий при применении метода годо-
графа следующая. 
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а 
ст: 

1. Располагая некоторыми данными относительно либо вели-
чин, либо направлений скоростей интересующего нас течения, 
строим план скоростей (годограф) в координатах U, V (данные 
о скоростях могут быть неполными, очертания свободных линий 
тока нам не известны). 

2. Путем зеркального отражения относительно вещественной 
о ф получаем годограф сопряженной скорости U — iV. 

3. Приравнивая = £ и ^—V — t] и принимая, таким обра-
зок , годограф сопряженной скорости за семейство линий тока 
некоторого течения на плоскости переменной ищем комплекс-
ный потенциал этого течения G (£). . . 

4. Поскольку, с. одной стороны, сопряженная скорость равна 
комплексной производной от комплексного потенциала интере-
сующего нас течения в плоскости z 

U - i V = t , = d F . ( z ) , . (11.29) dz 

другой стороны, можно постулировать равенство характери-
яческих функций 

F(z) = G( С), (11.30) 

мы приходим к дифференциальному уравнению 

d Q ( ^ ) = ^ d z , (11.31) 

резная которое, определяем преобразующую функцию 

г = | d G = / (C)-f-C.. (11.32) 

5. Разложение преобразующей функции на вещественную 
и. мнимую части 

z = x ^ i y = f , ( l , T\)+ih<t\ Ч) . . (11.33) 

зволяет получать по точкам g, г] соответственные точки х, у, 
:. построить искомое течение в плоскости г. 
Таким образом, в методе годографа преобразующая функция 

находится единственным путем, и затруднения возникают лишь 
в связи с определением комплексного потенциала G (£) вспомо-

ельного течения. Часто необходимо выполнить ряд последова-
тельных преобразований плоскости переменной £ = f / — iV во 
все новые и новые плоскости комплексных переменных, пока не 

^учится такая картина линий тока, комплексный потенциал 
я которой известен. 
Покажем, как применяется метод годографа для построения 

свободной линии тока с помощью интересной задачи, рассмот-
ренной Н. С. Зубковым [58]. На крутом повороте русла поток 
под действием центробежных сил прижимается к вогнутому бе-
регу. Сжатие потока тем сильнее, чем больше скорость течения, 
и при высоких уровнях поток нередко отрывается от выпуклого 
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т. 
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берега. Образующаяся застойная зона служит местом отложе-
ния наносов — в эту сторону идет нарастание примыкающего 
к выпуклому берегу побочня. Зная очертания вогнутого берега 
и линию выпуклого берега до точки отрыва («плеча яра», кото-
рое всегда ясно видно на плане участка) , можно построить сво-
бодную линию тока и тем самым определить границу области 
намыва. 

В верхней части рис. 54 описанная картина представлена 
в схематизированном виде на плоскости комплексной перемен-
ной z — x+iy. Ломаная ABC изображает вогнутый берег, пря-
мая AD — выпуклый берег до точки отрыва. Начало координат 
помещено в этой точке. В сечении АА поток невозмущенный. 
Это сечение, так ж е как и сжатое сечение С—С, надо представ-
лять расположенным в бесконечности. Если сделать твердую 
стенку Л С конечной, т. е. оборвать ее на конечном^ расстоянии 
от точки В, то получим схему плоского истечения жидкости из 
сосуда с косыми стенками. Различные частные случаи такой 
схемы были рассмотрены и систематизированы Р. Мизесом 
и саму эту задачу часто называют «задачей Мизеса». Рассмат-
риваемая нами схема несколько проще задачи Мизеса, по-
скольку, в отличие от последней, в ней известно направление 
скорости в сжатом сечении. 

Решение нашей задачи начинаем с построения годографа 
скорбстей физического течения. Вдоль участка твердой стенки 
АВ скорость течения убывает от значения Wa ДО нуля, а на 
участке ВС возрастает от нуля до значения Wc. Вдоль линии 
тока DC, изображающей свободную поверхность струи, давление 
(пьезометрический напор) должно оставаться постоянным. В со-
ответствии с уравнением Бернулли это означает, что модуль ско-
рости на линии DC также остается постоянным и, следова-
тельно, скорость в точке D отличается от скорости в сечении 
С—С только направлением. На участке твердой стенки AD ско-
рость возрастает по модулю от значения WA до значения W c . 

Построив отвечающий описанным условиям годограф скоро-
стей, отражаем его относительно вещественной оси, одновре-
менно деля все значения скоростей на модуль скорости в сече-
нии С—С, т. е. получаем безразмерный годограф сопряженной 
скорости (рис. 54). Плоскость комплексной переменной, в кото-
рой располагается безразмерный годограф сопряженной скоро-
сти, обозначим 1 

^ = (11.34) 

Применим теперь преобразование = Представив 
комплексную переменную в полярных координатах г и 8i, мо-
жем написать 

C 2 = ( r i e
i e ' ) ' c / P = ' T / ^ M / P . (11.35) 
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Это преобразование переводит сектор BCD в полукруг. Ра-
диус окружности остается равным единице. Угол —13 преобра-
зуется в угол — я и точка С оказывается на отрицательной ча-
сти вещественной оси. Точки А, В и D сохраняют свое взаимное 
расположение. 

Последнее, нужное нам преобразование имеет вид 

(11.36) 

Представив комплексную переменную £2 в полярных коорди-
натах Г2* 02, будем иметь 

Сз= r2elh+ = ( г 2 4 - ^ ) c o s 0 2 - H sln62 . (11.37) 

Так как для всех точек полуокружности на плоскости £2 
I разность г2 — -— равна нулю, то эта полуокружность перехо-
г2 . 

дит на плоскости £з в отрезок вещественной оси с конечными 
точками С и Z), расположенными симметрично относительно на-
чала координат. Точки А я В диаметра полуокружности ока-
зываются лежащими на вещественной оси плоскости £з вне 
этого отрезка, причем точка В получает абсциссу ± о о . 

В результате течение, которое занимало на плоскости £2 внут-
ренность полукруга в нижней полуплоскости, занимает теперь 
всю верхнюю полуплоскость Линии тока, выходящие из 
точки А и собирающиеся в точке С, дают хорошо известную 
картину течения, создаваемого источником и стоком. Комплекс-
ный потенциал течения имеет вид [80, с. 62—64] 

F(z) = G (С3) = {In [С3 - (£3)А1 - I n [С3 - (£3)с] }• (11.38) 

Здесь Q — расход жидкости через полуокружность, имею-
щую своим центром источник или сток; ( £ З ) А — комплексная 
координата источника (точки А); (£з)с — комплексная коорди-
ната стока (точки С) . 

Выразив расход через ширину и скорость потока в сжатом 
сечении Q = WcB c , введя обозначение 

и приняв во внимание, что (£з)с — —2, можем представить диф-
ференциал функции F (г) в следующем виде: 

(11.39) 
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Величина сопряженной скорости в цепочке выполненных пре-
образований выглядит так: 

i V = W c = w c = 

(С 

dz 

= (11.40) 

Сравнение (11.39) и (11.40) дает 

d s
 2*ЫВС ( Х + 2 ) * , _ ( И 4 1 > 

Умножив числитель и знаменатель правой части {'11,41) на 
з+гУ 4 — ) Р/я и интегрируя, получаем 

' •• (1142) 
2 P / V J . < b - X ) ( C , + 2 . ) ( 1 1 . 4 ^ 

Это выражение и решает поставленную задачу определения 
те|чения в физической/плоскости комплексной переменной 2 по> 

авестной картине течения во вспомогательной плоскости ком-
плексной переменной Комплексная постоянная С может быть 
определена по условиям в точке отрыва. 

Покажем, к каким результатам приводит уравнение (11.42) 
случае поворота потока на прямой угол (р = я / 2 ) . Миновав 

промежуточные выкладки, напишем выражения для координат 
свободной линии тока (кривой сжатия) (индекс при £ опус-
каем) : 

/ 1 п У Г + 2 - / ё + 2 _ (11.43) 
2х \ у х + 2 + угй + 2 / Х + 2 + 2 / • ' 

Пусть Во и I обозначают соответственно ширину потока 
сечении А—-А и расстояние точки D («плеча яра») от стенки 

Тогда величина X может быть представлена в следующем 
в 
В 
виде: 

ст 

Введя коэффициент сжатия е = и относительное отвер-

L 
ие % = —5— > имеем 

Во 
(11.45) 
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Абсцисса свободной линии тока в сжатом сечении связана 
с коэффициентом сжатия соотношением 

1£_=1 — е. (-11.46) 

Значение хс определяется в результате подстановки в (11.43) 
значения = —2. 

Р и с . 55. П л а н п о в о р о т а р . Д о н а . 

1 — с в о б о д н а я л и н и я т о к а . 

Перенеся результат в (11.46), получаем 

1 / Г + 2 , У Г + 2 + 2 
2% In 

/ X + 2 —2 
•1. (11.47) 

Исключив отсюда к с помощью уравнения (11.45), можем 
установить зависимость коэффициента сжатия е от относитель-
ной ширины отверстия %. 

л 
Рассмотренная схема поворота потока на угол р = — экви-

валентна схеме истечения жидкости через щель шириной 2L 
в дне бесконечно широкого закрытого сосуда высотой Во. Ли-
ния ВС в такой схеме представляет линию симметрии, делящую 
струю пополам. Эта задача была решена Н. Ё. Жуковским [53]. 
Указанная им формула связи между величинами г я % равно-
сильна системе (11.45), (11.47). 
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Более общий случай поворота потока на угол Р можно 

трактовать как фрагмент картины симметричного слияния двух 
струй под углом 2р. Такая задача рассматривалась Г. И. Тро-

1 я 
мовым, получившим, в частности, для угла р = — выраже-

е коэффициента сжатия в виде (11.47). В статье Трофимова 
[134] приводится график е = е(%), построенный путем решения 
системы (11.45), (11.47). Общее решение задачи, полученное 
Трофимовым при углах р, меньших прямого, с вычислительной 
то|ши зрения несколько удобнее формулы (11.42). 

Использовав результаты Трофимова, Зубков построил номо-
грамму, позволяющую находить координаты свободной линии 
тока для широкого диапазона значений относительной ширины 
отверстия % и угла р. На рис. 55 показана построенная с по-
мощью этой номограммы свободная линия тока на одном из 
поворотов русла р. Верхнего Дона. Она с большой точностью 
совпадает с границей побочня, подтверждая тем самым вер-
ность исходной расчетной схемы. В статье Зубкова [58] со-
держится еще несколько примеров кривых сжатия на изогнутых 
участках речных русел. 



Глава IV 
Некоторые пространственные задачи 

движения воды в естественных руслах 

12. Движение воды на изгибе русла 

12.1. Поперечные течения в реках. Процесс меандрирования 

Пространственный характер движения воды в реках про-
является наиболее ярко там, где линии тока отклоняются от 
направления геометрической оси русла. В таких случаях удобно 
представлять течение воды как результат наложения на основ-
ное продольное движение поперечных или циркуляционных те-
чений. Образование этих течений объясняется либо влиянием 
лодводного рельефа, либо действием поперечных ускорений — 
жориолисова и центростремительного. . 

В отличие от картины, наблюдаемой в воздушных и океа-
нических течениях, роль кориолисова ускорения в речных по-
токах незначительна. Это обусловлено его малостью по сравне-
нию с обычными значениями продольной составляющей ускоре-
ния свободного падения gio. Общеизвестный эффект кориолисова 
ускорения — подмыв правых берегов рек северного полу-
шария — меняет состояние рек так медленно, что в рамках не-
скольких десятилетий им можно полностью пренебрегать. Есть 
некоторые вторичные явления в речных руслах, носящие след 
кориолисова ускорения. Так, замечено, что на прямолинейных 
участках русел крупность донных отложений под правым бере-
гом в среднем немного больше, чем под левым. На таких же 
участках перевалы линии наибольших глубин от левого берега 
к правому/в среднем несколько-круче, чем от правого к левому. 
Н о все это — детали жизни рек, не привлекающие пока внима-
ния динамики русловых потоков. 

Совсем по-иному обстоит дело с центростремительным ус-
корением. Вследствие размываемости берегов речные русла 
легко искривляются. Возникшее, даже малое искривление уси-
ливается под действием механизма обратной связи между кри-
визной русла и интенсивностью поперечного движения воды. 
Поперечное течение смещает максимум скоростей к вогнутому 



берегу, вызывая его размыв. В о з р а с т а ю щ а я кривизна берега 
увеличивает центростремительное ускорение, а с ним и интен-
сивность поперечного течения. В развитых речных извилинах 
величина центростремительного ускорения сравнима с величи-
нсй gio, а иногда и превосходит ее. Б о л ь ш а я или меньшая подат-
ливость берегов р а з м ы в у влияет лишь на темпы процесса, не 
меняя его сущности. Если полный цикл развития извилины на 
бслыпой реке с илистыми и глинистыми грунтами в берегах 
з а н и м а е т несколько сотен лет, то извилины в скальном грунте 
вырабатываются рекой за тысячелетия. Гольфстрим, «берега» 
которого состоят из воды, образует меандры, очень похожие на 
речные,, но крупные трансформации этих меандр происходят за 
несколько суток. 

К а к и в других случаях русловых деформаций, размыв во-
гнутого берега с некоторого момента времени перестает уско-
ряться , а затем он ослабевает или прекращается . У . рек с вы-
сокими поймами, сложенными связными или полусвязными грун-
тами , затухание процесса обусловлено увеличением длины 
русла . В гипертрофированно длинных извилинах уклон свобод-
ной поверхности становится малым и медленно текущая вода 
у ж е не может размывать дно и берега. Если пойма невысокая 
и сложена несвязными грунтами, на более ранней стадии про-
исходит прорыв перешейка м е ж д у сблизившимися концами 
извилины и она отмирает. 

Взаимосвязь между формой размываемого русла и кинема-
тикой потока, вероятно, нигде не проявляется т а к явно, к а к 
на изгибе-русла . В связи с этим движению воды в изогнутом 
русле посвящено большое число теоретических и эксперимен-
тальных исследований, но, к а к будет видно дальше, аналитиче-
ски описать пока что удается лишь отдельные фрагменты дви-
жения . 

П е р в а я работа , в которой явление меандрирования было 
объяснено деятельностью поперечных течений, принадлежит 
Д ж . Томсону (1876 г.) — с т а р ш е м у ' б р а т у выдающегося физика 
XIX в. У. Томсона (лорда Кельвина ) . В 1926 г. А. Эйнштейн, 
не зная , по-видимому, этой работы, повторил объяснение Том-
сОна в небольшой статье [151], написанной со свойственной 
Эйнштейну ясностью и лаконизмом. С тех пор это объяснение 
стало общепринятым. 

12.2. Вращение жидкости 

Д в и ж е н и е ' воды в изогнутом русле имеет некоторые общие 
эты с плоским вращением жидкости, а т а к ж е с движением 
щкости в дискретных вихрях, образующихся на поверхностях 
здела . В настоящем пункте мы кратко рассмотрим эту группу 
лений. 
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Чтобы уяснить, как происходит вращение жидкости, рассмот-
рим следующую схему. Пусть в неограниченном пространстве, 
заполненном вязкой несжимаемой жидкостью, вращается с по-
стоянной угловой скоростью со прямая круглая труба бесконеч-
ной длины, заполненная той же жидкостью. Движение жидко-
сти внутри и вне трубы будет плоским, осесимметричным и ус-
тановившимся. Д л я описания движения удобно воспользоваться 
цилиндрическими координатами г, ф, z (рис. 3). Соответствую-
щие компоненты скорости будем обозначать v, и, w. Ось 2 со-
вместим с осью трубы. В целях экономии места не будем 
выписывать здесь полные уравнения Навье—Стокса в цилиндри-
ческих координатах, а, отослав читателя к курсам гидромеха-
ники, приведем простую систему, которая получается, если в со-
ответствии с условиями задачи положить в этих уравнениях 
компоненты скорости v, w, объемные силы и все производные 
по ф, 2 и t равными нулю: 

1 др 
Р дг (12.1) 

S H - t - ^ - K - o - <12 '2> 

Вследствие условий плоского, кругового, стационарного дви-
жения коэффициент вязкости сокращается. Вязкость жидкости 
при таком движении проявляется только в условии прилипания. 

Интегрируя уравнение (12.2), получаем 

tt=-T-r+-7i-' <12-3> 

где Ci и С-> — произвольные постоянные. Определим движение 
внутри трубы. Граничные условия на оси трубы и на внутрен-
ней поверхности стенки имеют вид 

й ( 0 ) = 0 , й ( г 0 ) = сог0. (12.4) 

Отсюда Ci = 2 и Сг ' 0. Жидкость внутри трубы вращается 
вместе с трубой как твердое тело 

«- -cor , ( ) < r < r 0 . (12.5) 

Вне трубы граничные условия записываются (толщиной 
стенок трубы пренебрегаем) 

Й ( Г 0 ) = ( Й Г 0 , и (оо) = 0. (12.6) 

Таким образом, во внешней области Сi = 0, Сг = (ог2
0 = 

= Г, где Т = 2пги — циркуляция скорости. Закон движе-
2я 

ния имеет вид 

« = / - 0 < г < о о . (12.7) 
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Легко убедиться, что движение по закону (12.7) —безвихре-
. Закон (12.7) называют законом площадей в силу того из-
тного его свойства, что радиус-векторы всех движущихся 
дких частиц ометают в единицу времени равные площади, 
дставив выражение скорости (12.7) в уравнение движения 
.1) и выполнив интегрирование, найдем распределение дав-
ня 

рГ2 1 
8*2 г2 ' р^р(оо) (12.8) 

Распределение окружных скоростей внутри и вне трубы пред-

ставлено на рис. 56. Н а стенке трубы производная -^—.терпит 

Рис. 56. 

разрыв. Если теперь удалить трубу, силы вязкости сгладят раз-
рыв и мы получим ламинарный вихрь, распределение скоростей 
в котором асимптотически приближается вблизи оси к закону 
(12.5), а на большом удалении от оси к закону (12.7). Вследст-
вие потерь энергии на трение такой вихрь не может быть ста-
ционарным— его ядро будет постепенно расплываться, враща-
тельное движение жидкости будет затухать. Если отнести, од-
нако, все окружные скорости к скорости на границе ядра 
и(ги) = Имакс, это безразмерное распределение скоростей не бу-
дет зависеть ни от вязкости, ни от времени. Согласно точному 
решению уравнений Навье—Стокса, безразмерное распределе-
ние окружных скоростей в плоском вихре вязкой жидкости 
имеет вид 

" (rk) 
• 1,4 — ' г 1 — ехр -1,26 4 - (12.9) 
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В турбулентных вихрях осредненные окружные скорости рас-
пределены несколько более равномерно. Это распределение опи-
сывается приближенной формулой автора [29] 

2 rkr 

И (Гк) г\ + Г 
(12.10) 

Законы распределения (12.9) й (12.10) показаны на рис. 57. 
Там ж е нанесены точки измерений Е. Гофмана и П. Джоберта 

[188] в турбулентном вих-
ре, сходящем с конца 
крыла. 

Вихри конечной длины в 
вязкой жидкости не могут 
быть плоскими. Хорошим 
примером в этом отношении 
служат вихри с вертикаль-
ными осями вращения, об-
разующиеся в открытых по-
токах на границах водово-
ротных зон. Их ядра фор-
мируются из вихревых шну-
ров, движущихся по поверх-
ности дна. Верхними конца-
ми они упираются в свобод-
ную поверхность. Так как 
под влиянием трения окруж-
ные скорости в таком вихре 
по направлению к дну убы-
вают, то центробежные силы 
уравновешивают радиаль-
ный градиент давления 
лишь в некоторой одной 

плоскости. Ниже этой плоскости на вращательное движение на-
лагается конвергентное, выше — дивергентное. Они сопрягаются 
посредством восходящего движения в ядре вихря. В системе 
координат, движущейся вместе, с вихрем, придонные линии тока 
имеют вид логарифмических спиралей. . Интенсивные . вихри 
с такой структурой могут производить сильный местный размыв 
дна. Очень близко к описанному движение воздуха в торнадо 
и тропических циклонах. Наряду с огромными окружными ско-
ростями (до 100—150 м/с) причиной разрушительных действий 
торнадо является резкое понижение давления вблизи оси вихря. 
У водяных вихрей понижение давления проявляется в воронко-
образном углублении свободной поверхности, Нередко в приосе-
вую область проникают пузырьки воздуха, а при очень быстром 
вращении ядро вихря может стать полым. Важно, что несмотря 
на сложный пространственный характер движения, распределе-

Р и с . 5 7 . Р а с п р е д е л е н и е о к р у ж н ы х с к о -
р о с т е й . 

1 — в т у р б у л е н т н о м в и х р е по ф о р м у л е (12.10), 
2^- в л а м и н а р н о м в и х р е по ф о р м у л е (12.9), ' 

3 — о п ы т н ы е т о ч к и Г о ф м а н а и Д ж о б е р т а . 
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ние окружных скоростей в водяных и атмосферных вихрях со-
храняет главные черты плоского вращения жидкости: линей-
ный рост скоростей у оси и их падение по закону площадей на 
периферии. 

12.3. Осесимметричное движение воды в круговом канале 

ст 
ст 
ок 

с 

УР 
на 
(3 
ко 

Наиболее простой случай криволинейного движения жидко-
и со свободной поверхностью можно наблюдать в канале, 

нки которого очерчены в плане по дугам концентрических 
ружностей. Этот случай, естественно, является и наиболее 

изученным. Если глубина воды в канале мала по сравнению 
его шириной, а радиусы стенок достаточно велики, течение 

будет удовлетворять условиям, сформулированным в п. 3.3. 
Д л я его описания может служить система феноменологических 

авнений (3.25). Считая движение установившимся, а дно ка-
ла плоским и горизонтальным, разделив члены уравнений 
.25) на плотность жидкости р и перейдя к цилиндрическим 
ординатам, будем иметь следующую систему: 

dz r dz 
гДе I r = г— и /и = ; радиальныи и тангенциаль-

дг гд ф 
нйга уклоны свободной поверхности. Уравнение неразрывности 

цилиндрических координатах записывается 

dv , 1 да , dw., (12Л2) 

v dr ^ r d<? д г r — g^r- t" d z '̂T d z J, 

— да , а да , — ди , va „r . д I du\ 
® I f + "aT s r ) -

(12.11) 

дг ' r df ' dz 

По длине каждого изогнутого участка русла происходит 
сложная перестройка поля скоростей. Если, однако, руслом слу-

ит круговой канал с плоским дном и этот канал не очень ко-
роткий, в нем всегда можно обнаружить одно или два сечения, 

конечной окрестности которых элементы движения практиче-
:и не изменяются по угловой координате и результирующий 

радиальный перенос жидкости отсутствует. Течение в таких ча-
стях канала является осесимметричным. Систему уравнений осе-
симметричного движения легко получить из уравнений (12.11) — 

2.12), приравняв в них нулю все производные по ф. В сече-
нйях .с осесимметричным движением простой характер приоб-
ретает структура потока в средней части русла, где можно счи-
тать равной нулю вертикальную компоненту скорости и можно 
пренебрегать изменением радиальной компоненты по ширине 
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потока. Положив в первом из уравнений (12.11) 

dv 

1 до 
г д(р 

дг 
О и w = 0, будем иметь 

(12.13) 

Уравнение (12.13) позволяет найти распределение радиаль-
ных скоростей по вертикали. Впервые эта задача была решена 
В. М. Маккавеевым [86], использовавшим простейшее предпо-
ложение о постоянном коэффициенте турбулентной вязкости: 
vT = const. Более точнее решение получил И. Л . Розовский 
[111], приняв, что окружные скорости распределены на верти-
кали по логарифмическому закону и что, следовательно, ска-
лярный коэффициент турбулентной вязкости определяется фор-
мулой (4.10). Приводимое ниже решение задачи о распределе-
лении радиальных скоростей отличается от решения Розовского 
только способом вычислений. 

Решать задачу будем путем последовательных приближе-
ний. В первом приближении откинем радиальную компоненту 
сил трения. Использовав для корректива средней скорости ао 
формулу (6.15), получим следующее выражение радиального 
У к л о н а : , . ^ ч 

/ г = _ а о 02 .14) 

Подставим величину уклона по первому приближению 
в уравнение (12.13) и выразим скорости и по формуле (4.4). 
После простых преобразований получаем уравнение движения 
во втором приближении следующего вида: 

^ М 1 + > » т ) ] = - т М * ' - i 1 ) • 
(12.15) 

Интегрируя уравнение (12.15) по 2 и определяя произволь-
ную постоянную из условия на свободной поверхности: xzr{h) = 
= 0, найдем распределение касательных напряжений 

(12Л6) 

Используя формулу коэффициента турбулентной вязкости 
(4.10), можем получить распределение градиента радиальной 
скорости 

- In — 
d v 1 П h ' 2 U + ? * - l n - | - ) . (12.17) dz xV z \ 1 x h 

~h 
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Чтобы выполнить интегрирование по г еще раз, разложим 
ln-jip в ряд по степеням l ) . Ограничиваясь тремя пер-
выми членами разложения, интегрируя и находя произвольную 
постоянную из условия отсутствия радиального расхода, полу-
чаем: 

(12.18) 

гд е для краткости обозначено 1 г*5 5 1!-
h 

И. Л. Розовский, применив графическое интегрирование, 
представил величину радиальной скорости в виде 

где F\ и F2 — функции, графики которых даны в работе [111]. 
Анализ, выполненный Розовским, показал, в этом легко убе-
диться и с помощью формулы (12.18), что член с трением ока-
зывает лишь малое влияние на величину радиальной скорости. 
Отбросив в формуле (12.18) член с трением, получим простую 
зависимость 

Н а рис. 58 формулы (12.19) и (12.20) сопоставлены с изме-
рениями Розовского. Кривая по уравнению (12.19) была по-
строена Розовским при значении параметра Кармана к — 0,5. 
При этом ж е значении к построена и кривая по уравнению 
(:.2.20). Опыты велись в лотках прямоугольного и трапецеидаль-
ного сечения при числах Рейнольдса = 6300-^37 500 и чис-т v 

U2 

лах Фруда —— = 0,04-^0,15. Д л я сравнения с теорией исполь-
gh 

зйваны измерения, сделанные на осевых вертикалях при значе-
ниях h/r = 0,02ч-0,08 и г/В = 2,5^-1,0. На рис. 58 видно, что 
согласие между опытом и теорией хорошее вдоль всей верти-
кали. Упрощенная формула (12.20) отличается от формулы Ро-
зовского лишь вблизи дна, где она несколько преуменьшает зна-
чения радиальных скоростей. Д л я получения более точных ре-
зультатов необходимо взять большее число членов в разложении 

In — . В соответствии с исходной формулой (4.10) теоретические 
h 

зависимости (12.19) и (12.20) действительны в турбулентном 
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ядре течения к а к гидравлически гладких, так и гид-
равлически шероховатых русел, если соблюдено условие Д<С 
-С/г. Используя уравнение движения во втором приближении 
(12.15), можно с помощью исходного уравнения (12.13) уточ-
нить выражение радиального уклона и перейти к уравнениям 
третьего приближения. Однако из сопоставления результатов 
второго приближения с опытными данными видно, что в этом 
нет надобности. 

Решение задачи о распределении радиальных скоростей 
помогает понять роль радиального течения в динамике j изогну-
того потока. Радиальное течение развивается вследствие нерав-
номерности распределения окружных скоростей по вертикали 
точно так же, как сходящееся и расходящееся движения в вих-
рях с вертикальной осью вращения. Наблюдатель, который дви-
жется по изогнутому участку реки на плоту, скажет так: 
«Вблизи свободной поверхности, где скорости велики, центро-
бежные силы сильнее поперечного уклона. Преодолевая его, они 
увлекают воду, а с ней и плот к вогнутому берегу. У дна, где 
скорости и центробежные силы малы, доминирует поперечный 
уклон (градиент давления) и под его действием вода движется 
к выпуклому берегу, захватывая с собой песчинки дна». 

Наблюдатель, стоящий на берегу, сможет высказать более 
глубокие соображения. Он скажет: «Когда твердое тело или 
жесткая система твердых тел (например, вагон) движется по 
криволинейному пути, внешняя сила (давление рельса) сооб-
щает центростремительное ускорение лишь некоторой части 
тела или системы тел (ребордам колес). Другим частям цен-
тростремительное ускорение сообщается посредством упругих 
сил. Никакого движения одних частей относительно других не 
требуется. Иначе обстоит дело с жидкостями. Давлений вогну-
того берега сообщает центростремительное ускорение ближай-
шему слою воды. Так ж е как в твердом теле г - для передачи 
ускорения всей толще потока нужны внутренние силы — нор-
мгльные и касательные напряжения. Нормальные напряжения 
создаются радиальным уклоном, касательные — радиальным 
движением жидкости. Без движения в жидкостях нет трения. 

и2 dz' 
В точке вертикали, где = g ^ •, касательное напряже-
ние должно проходить через максимум, а радиальная скорость 
должна менять направление. Таким образом, взятые вместе ра-
диальное течение и радиальный уклон есть ни что иное, как ме-
ханизм передачи центростремительного ускорения от одних ча-
стиц жидкости к другим». 

Существование радиальных компонент скорости, направлен-
ных у свободной поверхности к вогнутому, а у дна к выпуклому 
берегу придает течению в изогнутом русле винтовой характер. 
С точки зрения транспорта наносов интерес представляют. 
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придонные линии тока осредненного движения. Путем размыва 
кусочков темной краски, положенных на светлое дно лотка (или 
выпуска краски из отверстий в дне), можно получать красивые 
спектры придонных линий тока, которые при малых радиусах 
поворота круто пересекают лоток. Такие наблюдения произво-
дили А. Я. Милович [88], Н. Ф. Данелия [39] и Т. М. Прус-Ча-
синский [215]. На рис. 59 показан спектр, полученный Прус-

Рис . 59. П р и д о н н ы е линии т о к а на изгибе р у с л а п р я м о -
у г о л ь н о г о сечения (по о п ы т а м П р у с - Ч а с и н с к о г о ) . 

Часинским в лотке прямоугольного сечения. На основании своих 
экспериментов Прус-Часинский предложил несколько формул 
угла Р(А) , который составляют придонные линии тока с тан-
генциальным направлением. Однако в более поздней заметке 
[216] он признал, что в естественных руслах наилучшие резуль-
таты дает простая формула Розовского 

tgf i (A) = l ^ - = l l 4 . (12.21) 
и { Д) 

Независимость угла р (Д) от тангенциальной скорости и 
сильное влияние, оказываемое на этот угол глубиной потока, 
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были установлены также в экспериментах М. П. Кожевникова 
[72] и Н. Ф. Данелия [40]. 

Таким образом, отклонение придонных струй в сторону вы-
пуклого берега при больших наполнениях речного русла (в па-
водок) может в несколько раз превосходить их отклонения при 
малых наполнениях (в межень) . Из формулы (12.21) следует 
также, что на русловых моделях, выполненных с искажением 
масштабов, углы отклонения донных струй могут сильно пре-
увеличиваться. Так как тангенциальная скорость у поверхности 
больше, чем у дна, а между абсолютными значениями поверх-
ностной и придонной радиальной скоростей соотношение обрат-
ное, то угол р (h) отклонения поверхностных линий тока суще-
ственно меньше угла (3 (А). 

12.4. Общая картина течения на изгибе русла. Данные 
лабораторных и натурных наблюдений 

Д а ж е при простейшем плановом очертании изогнутых бере-
гов (по концентрическим окружностям) полная картина движе-
ния потока на участке изгиба очень сложна. Большое разно-
образие вносится в эту картину различными формами радиаль-
ных сечений русла и различными соотношениями между его 
глубиной, шириной, радиусом кривизны, а также углом пово-
рота. Роль формы радиальных сечений изучалась Кожевнико-
вым, Розовским и Прус-Часинским. 

Течение в русле с прямоугольным сечением наиболее близко 
к плоскому (в плоскости ф, г) и поэтому эффекты, связанные 
с законом площадей, проявляются в этом случае с наибольшей 
ярк 
эпюры средних на вертикалях скоростей в лотке прямоуголь-
ног 
180 
Гл) 
рис 
ток 
per 
рот 
во 
при 
теч 

о сечения, по опытам Розовского [111]. Поворот русла на 
0 был осуществлен с малым внутренним радиусом Ri = 0,5В. 
бина воды в лотке составляла около 0,085. Как видно на 
. 60, уже на подходе к повороту свободная поверхность по-
а приобретает поперечный уклон в сторону внутреннего бе-
а, который сохраняется и на некотором расстоянии за пово-
ом. Наибольшие поперечные перепады уровня наблюдаются 
второй четверти поворота. Образованию поперечного уклона 

начале поворота сопутствует перераспределение скоростей 
ния с перемещением максимума к внутреннему (выпук-

лому) берегу. Устанавливающееся после этого распределение 
средних скоростей по ширине русла очень близко к распределе-
нию по закону площадей. Во второй половине поворота под дей-
ствием развившейся поперечной циркуляции максимум скоро-
стей смещается в сторону внешнего (вогнутого) берега. Это 
асимметричное распределение скоростей сохраняется на 
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значительном расстоянии вниз по потоку, но уже на прямоли-
нейном участке русла. 

Картина движения, совпадающая в главном с результатами 
Розовского, наблюдалась в лотках прямоугольного сечения 

а) 

•Рис. 61. 
а — р е л ь е ф с в о б о д н о й п о в е р х н о с т и , б — и з о л и н и и т а н г е н ц и а л ь н ы х с к о р о с т е й 

н а и з г и б е р у с л а п р я м о у г о л ь н о г о с е ч е н и я (по Ш у к р и ) . 

также К. А. Мокмором [209], А. Шукри [229], М. И. Тёр-Аства-
цатряном [133], А. К. Ананяном [4] и Ц. Ф. Данелия [40]. 

На рис. 61 представлены изогипсы свободной поверхности и 
изолинии равных тангенциальных скоростей в эксперименталь-
ном лотке Шукри. Значения тангенциальных скоростей относятся 

11* 5061 



к плоскости, отстоящей от горизонтального дна лотка на 
0,4 средней глубины (в прямолинейном равномерном потоке 
скорости в этой плоскости близки к средним на вертикалях) . 
Отношение радиуса внутреннего берега к ширине лотка Шукри 
было таким же, как у лотка Розовского {RJB — 7г) , но отно-
сительное наполнение лотка было гораздо больше (h/B~ 1,0). 
Скорость течения в лотке Шукри была в три раза больше, чем 
у Розовского (0,78 м/с). Вследствие этого явления поперечного 
перекоса свободной поверхности были выражены гораздо более 
резко. 

В опытах Мокмора и Шукри непосредственно за поворотом 
лотка вблизи внутреннего берега устанавливалась зона отрыва. 
В опытах Розовского это явление не наблюдалось. И. JI. Ро-
зовский справедливо объясняет различие в результатах опытов 
тем, что его опыты производились при существенно меньших 
значениях отношения h/B, чем опыты Мокмора и Шукри. 

Г. А. Эйнштейн и Д ж . Хардер [174] исследовали течение во 
второй половине поворота лотка прямоугольного сечения при 
значениях угловой координаты <р > 120° ^полный угол поворота 
был равен 180°). Они нашли, что распределение средних по вер-
тикали тангенциальных скоростей удовлетворяет соотношению 

U ~гп, я > 1 . (12.22) 

В опытах значения п = 3 - М . Поток, таким образом, сильно 
прижат к вогнутому берегу. Следствием бокового сжатия яв-
ляется выравнивание скоростей на вертикалях настолько значи-
тельное, что Эйнштейн и Хардер смогли разделить поток на 
ядро, движущееся практически без трения, и придонный погра-
ничный слой, нарастающий от вогнутого к выпуклому берегу. 

А. Т. Иппен и Ф. А. Дринкер [192] произвели с помощью по-
верхностной трубки Пито измерения касательного напряжения 
на дне и откосах двух изогнутых по дуге круга гидравлически 
гладких каналов с трапецеидальным сечением. Угол поворота 
.составлял 60°. Н а рис. 62 показаны изолинии равных касатель-
ных напряжений, построенные по данным одного из опытов, 
в котором геометрические соотношения для опытного лотка со-
ставляли: Ri/B = 3, hi В = 0,14. Значения касательного напря-
жения даны на рис. 62 в долях среднего по всему участку на-
пряжения. На этом рисунке видны два максимума «влекущей 
силы»: 1) в начале поворота у выпуклого берега и 2) более 
глубокий в нижней части поворота у вогнутого берега. В опы-
тах, где отношение Ri/B<2, более глубоким оказывался мак-
симум у выпуклого берега, и, обратно, в опытах, где Ri/B>3, 
максимум у выпуклого берега отсутствовал. 

Интересно сравнить с этими результатами данные опытов 
P. JI. Хука [189], выполненных в синусоидально изогнутом ка-
нале прямоугольного сечения с подвижным дном. Рельеф дна 
в опытах Хука ; формировался самим потоком. Когда рельеф ста-
170 
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ннлся стабильным, в ряде точек дна измерялось касательное 
пряжение и расход влекомых наносов. Такие опыты были 

ведены при четырех расходах воды. На рис. 63 показаны 
ультаты опытов при расходе воды 20 л/с. Средняя глубина 
ы составляла около 7 см, ширина лотка 1 м. Крупность дон-

х частиц с?5о = 0,8 мм. Несмотря на совсем другую форму 

Рис. 62. Изолинии безразмерных касательных напря-
жений на дне и откосах изогнутого лотка трапецеи-

дального сечения (по Иппену и Дринкеру). 

а, касательное напряжение в лотке Хука распределено при-
рно так же, как в лотке Иппена и Дринкера. Как и там мы 
дим два максимума касательного напряжения — один под 
пуклым берегом в начале поворота, другой ниже по течению, 

ДНЕ 
мер 
ВИ;[ 
вы г 
под вогнутым берегом. Сохранение второго максимума, на пер-
вьц 
У 
де|г 

и взгляд, неожиданно, так как дно под вогнутым берегом 
Хука сильно размыто. Однако нетрудно понять, в чем тут 
ло. Углубление русла способствует привлечению к вогнутому 
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берегу дополнительного расхода воды и, несмотря на увеличе-
ние глубин, скорости здесь остаются большими. Такая ж е кар-
тина наблюдается в естественных руслах. Перераспределение 
удельных расходов, производимое поперечным течением, в раз-
р ы в а е м о м русле усиливается за счет углубления дна у вогну-
того берега. В опытах Хука обращает на себя внимание также 

Р и с . 6 3 . 
а — р е л ь е ф д н а , б — и з о л и н и и б е з р а з м е р н ы х к а с а т е л ь н ы х н а п р я -
ж е н и й , в — и з о л и н и и б е з р а з м е р н ы х э л е м е н т а р н ы х р а с х о д о в н а н о с о в 

в и з о г н у т о м л о т к е с п о д в и ж н ы м д н о м (по Х у к у ) . 

согласованность распределений касательного напряжения и ин-
тенсивности транспорта наносов (рис. 63 б, в). 

Ю. Д . Власенко [19] исследовал деформации дна в лотке 
шириной 0,5 м с поворотом по окружности на 180°. Первона-
чально плоское дно, сложенное песком диаметром йъо~\ мм, 
подвергалось воздействию стационарного и нестационарного по-
токов. Было установлено, что интенсивность деформаций и ко-
нечная глубина размыва определяются значениями расходов 
воды и мало чувствительны к характеру изменения расходов. 
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Под вогнутым берегом-лотка формировались две ложбины — 
одна в верхней половине поворота, вторая на выходе потока из 
криволинейного участка (рис. 64). Аналогичная картина не-
редко наблюдается и в натуре. Так как по времени нижняя 

Р и с . 65. П л а н изгиба р. С н ов (а) и э п ю р ы по-
п е р е ч н ы х скоростей (б) на г и д р о с т в о р е № 19 (по 

Р о з о в с к о м у ) . 

ложбина образуется раньше, то можно предполагать, что своим 
происхождением она прямо обязана кинематике изогнутого по-
тока, а развитие верхней ложбины есть вторичный эффект, оно 
объясняется стеснением потока нарастающим у выпуклого бе-
рега побочнем. 
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Натурные исследования изогнутых потоков имеют малый 
объем. Техника определения поперечных скоростей состоит 
в следующем. В точках вертикали вертушкой измеряется мо-
дуль вектора местной осредненной скорости и одновременно 
фиксируется угол, составляемый в горизонтальной плоскости 
этим вектором с направлением гидрометрического створа. При 
обработке полученные векторы местной осредненной скорости 
могут проектироваться на направление гидрометрического 
створа и на нормаль к нему, однако на участках, где сохра-
няется стабильное распределение поступательных скоростей, 
лучше пользоваться другим способом обработки, при котором 
за продольное направление принимается направление, отвечаю-
щее среднему на вертикали азимуту вектора осредненной ско-
рости 1. 

Последний способ был применен Розовским при обработке 
выполненных им измерений в естественных потоках. Н а рис. 65 
показаны полученные им профили поперечной скорости в одном 
из сечений на повороте небольшой р. Снов. Форма профилей 
хорошо согласуется с формой теоретического профиля, приве-
денного на рис. 58. Однако, как отмечает Розовский, чтобы по-
лучить хорошее количественное согласие, необходимо довольно 
широко варьировать значениями параметра Кармана . 

Движение по закону площадей дает о себе знать только на 
очень крутых поворотах естественных русел и то при высоких 
уровнях воды. След этого движения (промоина через корневую 
часть побочня у выпуклого берега) представляет характерную 
черту морфологии крутых поворотов. 

13. Деление потоков 

13.1. Существо задачи. Лабораторные исследования 

По степени распространения деление на рукава является 
вт)эрой после меандрирования особенностью естественных русел. 

спределение расхода воды по рукавам определяется соотно-
шением между сопротивлениями отдельных рукавов. Если 
имеется план разветвления, известны значения коэффициента 
шероховатости и полный расход реки, то, пользуясь средствами 
гидравлики, нетрудно найти, как этот расход делится между 
рукавами. Если количество рукавов очень ' велико, что мо-
жет встретиться в дельтах, то затруднения, вытекающие из 

1 При обработке измерений, сделанных в лотке кругового очертания 
в Алане, где удобна цилиндрическая система координат, векторы скоростей 
должны, конечно, проектироваться на координатные направления л и ф . 
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необходимости решать большое число уравнений, можно преодо-
леть с помощью вычислительной машины. Метод машинного 
счета, охватывающий почти все встречающиеся случаи разветв-
лений, в том числе с рукавами, где имеются подпорные сооруже-
ния, разработан В. В. Ивановым [60]. 

Сложнее обстоит дело с распределением твердого расхода. 
Как показывает опыт, оно коренным образом может отличаться 
от распределения расхода воды, причем различие между двумя 
распределениями тесно связано с условиями движения потока 
в месте ответвления рукавов. Такой фактор, как соотношение 
между скоростями разделяющихся потоков в месте деления, мо-
жет не иметь прямой связи с распределением расхода воды, но 
будет решающим для распределения расхода наносов. С этой 
проблемой люди столкнулись очень давно. Еще в древности 
строители оросительных систем должны были бороться, но 
большей частью безуспешно, с поступлением наносов в голов-
ные участки распределительных каналов. Не раз случалось, что 
боковой отвод перехватывал весь твердый расход магистраль-
ного канала . Проблема эта сохранилась и сейчас, и вопросы ра-
ционального устройства вододелительных сооружений зани-
мают одно из важных мест в, теории и практике орошения. 
Трудность положения можно проиллюстрировать данными опы-
тов Г. Булле [,160], в которых при делении расхода воды попо-
лам боковой отвод перехватывал 87—97% расхода наносов. 

Причина явления заключена в изгибе и боковом сжатии от-
деляющегося потока. Верхняя ветвь развивающегося на изгибе 
вторичного течения отклоняет поверхностные струи от входа 
в боковой отвод. Нижняя ветвь направляет донные струи к от-
воду. Этому эффекту содействует и перераспределение скоро-
стей на вертикалях: при сжатии потока донные скорости возра-
стают сильнее поверхностных. В результате совместного дейст-
вия изгиба и сжатия ширина К(Д) захвата донных струй основ-
ного потока оказывается значительно большей, чем ширина 
Y(h) захвата поверхностных струй: 

Г ( Л ) > Г ( А ) . (13.1) 

Так как главная часть твердого расхода проходит вблизи 
дна, то соотношение (13.1) помогает понять явление «засасы-
вания» наносов в боковые отводы. 

Изгиб отделяющегося потока может быть не связанным 
с геометрией берегов. Пусть, как показано на рис. 66, поток, 
движущийся в прямолинейном канале, в сечении х = 0 делится 
на две части тонкой продольной перегородкой. Если скорости 
течения в двух разделенных частях потока одинаковы и если 
вследствие большой ширины канала можно не обращать вни-
мания на пограничные слои у перегородки, то структура разде-
ленного потока будет такой же, как и до разделения (рис. 6 6 а ) . 
Если, однако, скорости течения в двух частях потока будут раз-
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чны (это может быть следствием различия в сопротивлениях 
и в уклонах дна) , то в месте деления будет наблюдаться из-
б линий тока и, как результат этого изгиба,—расслоение те-
ния: донные линии тока 

а) 

ЛУ. 
ш. 
ги 
че 
псвернут в сторону ответв-

ния, имеющего большие 
орости, более круто и на 
|лыней ширине, чем по-
рхностные (рис. 66 б ) . 

Олисанная схема была экс-
периментально исследована 

И. Лосиевским [44]. Раз -

ле 
ск 
бс 
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Рис. 66. 

ЛЕЧие в скоростях двух час-
тей потока достигалось пре-
граждением одного из от-
ветвлений проволочными 
сетками. На рис. 67 показа-
ны полученный в опыте рель-
еф свободной поверхности 
и спектр донных линий 
тс)ка. 

Наибольшее число экс-
периментов по делению по-
тока было выполнено в связи 
с задачами водозабора. Схема деления при этом следующая: 
имеется прямолинейный (реже изогнутый) канал постоянной 
ширины, к отверстию в боковой стенке которого присоединен 

под некоторым углом 0 пря-
ч ш молинейный отводящий ка-

нал (рис. 68). Сечения ос-
новного русла и отвода 
в опытах делались прямо-
угольными. Угол 0 изменял-
ся в широких пределах (30— 
150°). Экспериментальными 
исследованиями такой схе-
мы деления занимались 
Г. Булле, Д . Я- Соколов, 
А. Я. Милович, В. А. Шау-
мян, А. С. Офицеров, А. С. 
Образовский, Н. Ф. Дане-
лия, Ши Вей Ло и А. Д ж . 

Рейнольде. Основные результаты наблюдений излагаются ниже. 
Отвод части потока создает в месте деления сложную де-

формацию свободной поверхности. Д л я продольного профиля 
свободной поверхности в основном русле характерно существо-
вание минимума несколько выше верхового ребра отвода. По-
сле этого минимума идет подъем уровня, обусловленный 

"-"•рц.^ 

// /// 

Рис. 67. Эксйериментальная картина не-
симметричного деления потока в прямо-

линейном русле (по Яосиевскому). 
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расширением потока и частичным переходом его кинетической 
энергии в потенциальную. Подъем уровня заканчивается не-
сколько ниже низового ребра отвода. В начале бокового ру-
кава (у его верховой стенки) наблюдается глубокая впадина 
свободной поверхности, подобная той депрессии, которая обра-
зуется в начале поворота русла у выпуклого берега. По дан-
ным Офицерова [105], перекос свободной поверхности между 
низовой и верховой стенками отвода в его начале может до-
стигать 4U2/2g. Наибольший поперечный уклон в основном 
русле в сторону отвода наблюдается вблизи створа верхового 
ребра. Если поток до разделения характеризуется относи-
тельно высокими числами Фруда (по Ло и Рейнольдсу [200], 

при Fr = U2/gh = 0,50-=-
Н-0,65), в главном русле 
перед разделением может 
устанавливаться крити-
ческая глубина. Расши-
рение потока ниже отво-
да сопровождается при 
этом появлением стоячих 
волн. 

Отклонение струй ос-
новного потока в сторо-
ну отвода начинается вы-
ше верхового ребра отво-
да, причем первыми начи-
нают отклоняться донные 
струи (рис. 68). По дан-
становится заметным от-

клонение донных струй, расположен от верхового ребра на рас-
стоянии 

-ЛГ(Д)=0,55Г(Д), (13.2) 

причем это соотношение не зависит от угла отвода. Как отме-
чалось выше, ширина захвата струй основного течения убывает 
от дна к свободной поверхности. Убывание идет вначале быстро, 
затем медленно. Таким образом, поверхность раздела между 
отделяющимися потоками криволинейная. На рис. 69 показано' 
сечение этой поверхности, полученное в одном из опытов Шау-
мяна. 

Н а входе в отвод наблюдается интенсивная поперечная цир-
куляция — поверхностные струи идут к низовой стенке отвода 
и опускаются вдоль нее вниз. Донные струи движутся в сто-
рону верхового ребра. Опыты Шаумяна, выполненные при углах 
отвода 30, 60, 90 и 120°, показали, что пока угол отвода 
^ 90°, ширины захвата донных и поверхностных струй практи-
чески не зависят от угла отвода. При угле 0 = J2O° и не очень 
больших водоотборах (расход в отводе равен или меньше по-
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ины общего расхода) значения ширин F(A) и- Y(h) не-
лько больше их значений при б ^ 90°. Практическая неза-

симость картины течения в основном русле от угла отвода 
ла установлена и в опытах Офицерова. Что касается кар-
ы движения на входе в канал, то она меняется с изменением 
а входа существенно. Чем больше угол отвода, тем интенсив-
поперечные течения. На рис. 70 показаны спектры донных 

ов, полученные Миловичем [89], при углах отвода 30 и 123°. 
первом случае (рис. 70 а) донные струи довольно равномерно 
определены в пределах верхних 2/з щели отвода, во втором 
:нс. 70 б) они сходятся почти в одну точку вблизи верхового 
эра. В этих опытах скорость течения в боковом отводе в 3-— 
эаза превосходила скорость основного течения и поэтому 
тина расслоения потока была очень резкой. 

У (А )=7всм 

Рис. 69. Линия раздела в плоскости поперечного 
сечения главного русла (по Шаумяну). 

Деление потоков сопровождается явлениями отжима струй 
и Ьбразованием водоворотных зон. Первая из этих зон обра-
зуется в отводе непосредственно ниже верхового ребра, где во-
шедший в отвод поток испытывает сильное боковое сжатие 
(рис. 68). Так как в основном русле ниже отвода происходит 
расширение потока в сторону того берега, где расположен от-
вод, то у противоположного берега часто формируется вторая 
зона отрыва. 

Размеры водоворотных областей в плане определяются со-
отношением между расходами воды основного потока и отвода. 
При малых водоотборах поток в отводе сосредоточивается в уз-
кой полосе вдоль низового берега отвода и большая часть пло-
щади зеркала отвода оказывается занятой водоворотом. 

Увеличение водоотбора сокращает размеры водоворотной 
зоны в боковом отводе, но ведет к разрастанию водоворота 
в основном русле. На рис. 71 показаны водоворотные зоны 
в отводе, по зарисовкам Ло и Рейнольдса, при отношениях рас-
хода воды в отводе к расходу до разделения от ,1,9 до 20,9%. 
Отвечающие потокам в главном русле и в отводе числа Фруда 
выписаны на схемах. 
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К опиеанной картине близок случай взаимодействия откры-
того потока с жидкостью в непроточном береговом ковше (за-
тоне). На судоходных реках такие ковши используются как 

акватории портов или судоремонтных предприятий. Водообмен 
между транзитным потоком и береговым ковшом изучали 
А. С. Образовский, М. А. Михалев и Е. Н. Грачев. Выполненное 
последним большое экспериментальное исследование [25] пока-
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зало, что в зависимости от ширины входа в ковш возможны два 
предельных режима водообмена. Если ширина велика, на входе 
в ковш образуется зона смешения, сходная с той, которая наб-
людается при внезапном 
одностороннем расшире-
нии потока (рис. 49). 
Жидкость, набегающая 
на низовой борт ковша, 
отклоняется внутрь и "вы-
тесняет жидкость из ков-
ша через верхнюю по те-
чению часть входного се-
чения. Входящий и выхо-
дящий потоки разделены 
водоворотом со слабым 
движением жидкости. 

Если ширина входа 
мала, затекания струй 
тр анзитного потока 
в ковш практически нет. 
Водоворот отжимает 
тр анзитное течение от 
входа в ковш и единст-
венным механизмом водо-
обмена становится турбу-
лентное перемешивание 
в зоне раздела . Описать 
этот режим средствами 
теории турбулентных 
струй нельзя. Кинемати- ~ ^ 
чески он очень напомина- ~ 
eii рассмотренную М. А. 
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Рис. 71. Водоворотные зоны в боковом от-
воде (по Ло и Рейнольдсу). 

1 — с т о я ч и е в о л н ы . 

идеальной жидкости. Движение во 
ешнем потоке в этой схеме потенциальное, а траншея запол-
на жидкостью.с постоянной завихренностью [81, с. 193—198]. 

13.2. Захват донных и поверхностных струй боковым отводом 

Возможность, построить расчетным путем поверхность раз-
дела или хотя бы найти ширину У (А) захвата донных струй 
имеет важное значение для проектирования различных вододе-
лительных и водозаборных сооружений. К сожалению, картина 
движения на участках деления настолько сложна, это до на-
стоящего времени не предложено ни одного теоретического 
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решения этой задачи. Имеющиеся способы расчета или основаны 
на грубой схематизации явления, или носят чисто эмпирический 
характер. 

Остановимся на эмпирических зависимостях. На основании 
своих опытов Шаумян предложил следующую формулу для ши-
рины захвата донных струй в прямолинейном канале прямо-
угольного сечения: 

К ( Д ) = 1,55 (13.3) 

где Вь — ширина отвода; qb и q — удельные расходы воды со-
ответственно в отводе и в основном русле до разделения. 

A. С. Офицеров обработал результаты своих опытов в форме 
графиков связи между отношением Y(A)/B и отношением расхо-
дов Qb/Q• График, построенный для подвижного русла, дает 
несколько большие значения ширины К(Д), чем график для же-
сткого русла. Такой ж е результат получил А. С. Образовский 
[101], предложивший на основании опытов Офицерова и своих 
формулы: 

для потока в жестком русле 

V ( Д ) = ( 1 , 6 5 - | ^ + 0. ,04)5, (13.4) 

для потока с подвижным дном 

Г (Д) = ( 2 , 1 4 - ^ + 0 , 0 7 ) £ . (13.5) 

Разделив обе части каждого из этих соотношений на ширину 
отвода Вь, можно сблизить их с формулой Шаумяна (13.3), 
а поскольку между глубинами в основном русле и в отводе раз-
ница во всех опытах была малой, то, согласно всем трем зави-
симостям, получится, что основным фактором, определяющим 
безразмерную ширину захвата Y(A)/B, служит отношение ско-
ростей Ub/U. При малых водоотборах все три зависимости де-
лаются ненадежными. 

B. А. Шаумян, А. С. Офицеров и А. С. 0 :бразовский занима-
лись также составлением формул для ширины захвата поверх-
ностных струй — вопросом, практическое значение которого 
определяется борьбой с попаданием в боковые отводы льда и 
шуги. По своей структуре эмпирические формулы для ширин 
захвата донных и поверхностных струй идентичны. 

Как показывают опыты, отношение Y^A)/Y(h) может ме-
няться в довольно широких пределах (от 2,0 до 5,0 и более). 

13.3. Разветвления естественных русел 

Если разветвление русла, выполненное по схеме рис. 68, 
имеет дно и берега из размываемого грунта, то под воздейст-
вием текущей воды оно быстро изменит свои форм»... Область 
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отрыва у верхового берега отвода станет местом аккумуляции 
наносов. Низовой берег и дно под ним подвергнутся размыву, 
в результате начальный участок отвода станет изогнутым с кри-
визной того ж е знака, что у вступающего в отвод потока. Этот 
процесс неоднократно наблюдался в натуре. На рис. 72 пока-
заны деформация головного участка одного из оросительных 
каналов Средней Азии, по данным В. А. Шаумяна [148], и де-
формация одного из второстепенных рукавов р. Вычегды, по 
данным Б. Ф. Снищенко [126]. Характер изменения русла 

обоих случаях один и тот же. Застойная зона в основном 

Рис. 72. Деформации входного участка бокового рукава. 
- р у к а в Ш а р д ы - п о л о й р. В ы ч е г д ы , 1 — 1946 г., 2 — 1966 г.; б — г о л о в н о й у ч а с т о к к а н а л а 

П а х т а — А р н а , / — 1/IV 1937 г. , 2 — 27/V 1937 г. 

русле также заполняется наносами. Поэтому, если только рас-
ход в боковом рукаве не мал, ширина основного русла вслед за 
отделением рукава сокращается. 

При всем разнообразии форм разветвлений естественных 
руЬел движение воды в местах деления подчиняется одним и 
тем ж е общим законам, описанным выше. Главная трудность 
в изучении русловых разветвлений состоит в том, что плановые 
очертания русел далеко не всегда могут свидетельствовать 
о структуре течения. Часто бывает д а ж е неясно, какой из двух 
рукавов считать «основным», а какой «побочным». В этом слу-
чае необходимо выяснить, происходит ли на участке реки непо-
средственно выше деления перераспределение расхода по ши-
рине русла и если оно происходит, то в пользу какого из двух 
рукавов. Как было установлено выше, перераспределение рас-
хода и связанный с ним изгиб струй могут быть следствием 
поворота берегов, а также и разности в скоростях разветвляю-
щихся потоков. Однако, чем бы ни был вызван изгиб, он всегда 
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сопровождается поперечным уклоном свободной поверхности и 
направление этого уклона служит верным указателем того ру-
кава, куда отклоняются донные струи. Часто встречающийся 
пример того, что одни плановые очертания русел могут вести 
к неправильным заключениям, дают разветвления, где один ру-
кав прямой (т. е. представляет продолжение вышележащего 
участка реки), но короткий, а второй отворачивает в сторону 
(т. е. имеет вид бокового отвода) , но велик по своей длине. 

Рис. 73. Спектры донных течений на разветвлении р. Вычегды (по 
Снищенко). 

Большой продольный уклон в прямом рукаве создает там боль-
шие скорости течения, и донные струи ро всей ширины основ-
ного русла собираются в этом прямом рукаве. Н. И. Макка-
веев [87] сообщает о наблюдениях на одном из разветвлений 
р. Б. Северной Двины, где при равенстве расходов воды расход 
наносов в коротком прямом рукаве превосходил расход нано-
сов в длинном обходном рукаве более чем в 30 раз. 

Из сказанного ясно, что одним из важнейших элементов ис-
следований разветвленных участков рек должно быть изучение 
рельефа свободной поверхности в местах деления потоков. 

Н а рис. 73 представлена наблюденная в лаборатории кар-
тина донных течений в истоке бокового рукава р. Вычегды, того 
же, что показан на рис. 72. Д в е детали этой картины представ-
ляют наибольший интерес. 
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Первая деталь — резкий поворот донных токов после входа 
в Ьукав в сторону верхового берега. Это направленное к берегу, 
насыщенное наносами донное течение и формирует показанную 
на рис. 73 отмель. Не доходя до берега и уже освободившись 
от наносов, донное течение переходит в восходящее, а Между 
отмелью и берегом остается узкая, относительно глубокая про-
тока. 

Вторая деталь — движение донных струй вблизи низового 
ребра- отвода. В этом месте имеется вызванный набеганием 
потока бугор свободной поверхности. Вследствие торможения 
потока здесь тоже откладываются наносы в виде выдвинутой 
навстречу потоку небольшой мели, имеющей в плане форму тре-
угольника. Набегающее на низовой берег поверхностное тече-
ние частично опускается вниз, частично расходится по сторо-
нам от точки деления. Под действием градиента давления рас-
ходятся в стороны и донные струи. Лабораторные и натурные 
наблюдения показали, что движение воды зДесь неустойчиво — 
время от времени происходит смещение точки деления то в сто-
рону рукава, то в сторону главного русла. 



Глава V 
Движение влекомых наносов 

14. Общие сведения о движении наносов 

Транспорту наносов посвящены многочисленные исследова-
ния. В главах V и VI рассматриваются главные из полученных 
результатов. Более подробные сведения можно найти в моно-
графиях Д ж . Богарди [158], В. Графа [184], Ю. А. Ибад-Заде 
[59], А. В. Караушева J62], А. Родкиви [220], Ф. Энгелунда и 
Е. Хансена [178], М. Ялина [250] и в коллективном труде под 
редакцией X. Шена [228]. Наиболее полное изложение пред-
мета дано Графом. 

14.1. Физико-механические свойства наносов 

Плотность твердых частиц, перемещаемых речными пото-
ками, колеблется в узких пределах 2600—2700 кг/м3. В расче-
тах пользуются средним значением плотности ps = 2650 кг/м3. 
Ему отвечает объемный вес 26 • 103 Н/м3. 

Удобно следующее деление частиц по их поперечному раз-
меру (диаметру d равновеликого шара) (табл. 1). 

Таблица 1 

Вид ч а с т и ц U мм Вид ч а с т и ц d мм 

В а л у н ы > 1 0 0 П е с о к к р у п н ы й 1 ,0—0,5 
Г а л ь к а 1 0 0 — 1 0 „ с р е д н и й 0 , 5 — 0 , 2 

м е л к и й 0 ,2—0,1 
Г р а в и й к р у п н ы й 10—55 П ы л ь 0 ,1—0,01 

с р е д н и й 5 — 2 И л 0 , 0 1 — 0 , 0 0 1 
„ м е л к и й 2 — 1 Г л и н а < 0 , 0 0 1 

Наносы, так ж е как донные отложения, представляют со-
бой смеси частиц различной крупности. Неоднородность смеси 
характеризуется кривой ее гранулометрического состава, т. е. 
полученной при весовом анализе пробы грунта или наносов ин-
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тейральной функцией распределения вероятностей диаметров ча-
стиц. В большинстве случаев распределение вероятностей диа-
метров логарифмически нормальное. Его параметрами служат 
математическое ожидание величины lg d и коэффициент вариа-
ции этой величины. В практике расчетов пользуются, однако, 
более простыми характеристиками распределения — диаметрами 
с определенной вероятностью непревышения (dw, d&, duo, des, 
dso) и отношениями этих диаметров. 

В задачах о перемещении твердых частиц жидкой средой 
главную роль играет гидравлическая крупность частиц, т. е. 
скорость их равномерного падения в покоящейся жидкости. 

Уравнение равномерного падения записывается в виде 

C d ^ - k ^ = g ( P s - P ) . k 2 d 3 . (14.1) 

Здесь Wo — скорость падения; р и ps — плотности воды и ча-
сти)ц; Св. — коэффициент гидродинамического сопротивления; ki 
и кг — коэффициенты формы частиц (для шара ki = я/4, kz = 

•л/6). Разрешая уравнение (14.1) относительно Wo, получаем 
формулу гидравлической крупности в общем виде 

• ^ T b v H f t - - ' ) * ' - (14-2> 
[Коэффициент сопротивления Са есть функция числа Рей-

нольдса для частиц Red=ffiiod/v и коэффициентов формы ki 
и кг. 

Наблюдаются четыре режима обтекания жидкостью падаю-
щей частицы: 1) режим «ползущего движения» (обтекания без 
отрыва); 2) режим отрывного обтекания с ламинарным погра-
ничным слоем на передней части частицы; 3) режим турбулент-
ного пограничного слоя с вязким подслоем; 4) режим полностью 
развитого турбулентного слоя. Границы между режимами опре-

яются значениями числа Red. Первый режим относится к об-
ти значений R e ^ ^ S l , т. е. встречается при падении частиц 

очень мелких, или в очень вязкой жидкости. Решив урав-
ия движения вязкой жидкости с отброшенными инерцион-

ными членами, Стоке для этого режима обтекания получил 
формулу скорости равномерного падения шара 

w ° — m ( f - l ) d 2 - ( 1 4 - 3 ) 

:й соответствует выражение коэффициента сопротивления 
Са t= 24/Red. Второй режим наблюдается в области 1 < Red 
^ 40, что ориентировочно соответствует диапазону диаметров 
частиц наносов 0,1 < d < 0,7 мм. Согласно полуэмпирической 
формуле А. П. Зегжды в этой области 

^о=0,93 . ( -*£._ i ) 1 ' - ( 1 4 . 4 ) 

дел 
лас 
или 
нен 
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При третьем режиме, существующем в области 40 < R e / ^ 
^ 300, гидравлическая крупность пропорциональна кинематиче-
ской вязкости в степени около—0,1, и значит влияние вязкости 
мало заметно. При четвертом режиме, т. е. при Red > 300, или 
ориентировочно при диаметрах частиц наносов d > 1,5 мм, 
влияние вязкости исчезает совсем. В соответствии с общей фор-
мулой (14.2), получаем для этого режима 

®o = c o n s t | / ( - ^ - l ) g t f . (14.5) 

По геометрическим признакам частицы наносов делятся на 
три класса: шарообразные, эллипсоидальные и уплощенные 
(пластинчатые). Д л я шарообразных частиц постоянная в фор-
муле (14.5) равна 1,2. По данным В. В. Романовского [113], 
гидравлическая крупность эллипсоидальных частиц составляет 
в среднем 3Д, а уплощенных 7г гидравлической крупности ша-
рообразных частиц той ж е массы. Цифры эти относятся к авто-
модельной области Re<j > 300. При первом и втором режимах 
обтекания (Red ^ 40) форма частиц не влияет на их гидравли-
ческую крупность. Таблицы гидравлической крупности, по-
мещаемые в справочниках, составлены для шарообразных 
частиц. 

14.2. Деление наносов на взвешенные и влекомые, 
русловые и внерусловые. Стадии движения русловых наносов 

По способу перемещения наносы принято делить на взве-
шенные и влекомые. Взвешенные наносы перемещаются в толще 
потока, могут находиться на любой высоте между дном и сво-
бодной поверхностью. Их движение поддерживается турбулент-
ным перемешиванием жидкости. Так как пульсационные ско-
рости имеют порядок динамической скорости то для взве-
шенных частиц характерно неравенство wo < 

Влекомые наносы перемещаются в придонном слое потока. 
Их движение прерывно — качение или скачки чередуются у каж-
дой частицы с периодами покоя. Гидродинамические силы, вы-
зывающие движение влекомых наносов, обусловлены несиммет-
ричным обтеканием частиц в положении на дне и имеют лишь 
побочную связь с турбулентностью. Действие этих сил длится 
короткое время разгона частицы и дальше она движется за счет 
приобретенного импульса. Прекращение движения — остановка 
частицы — воссоздает условия несимметричного обтекания, не-
обходимые для ее следующей подвижки. 

Существует также промежуточный режим движения нано-
сов— в полувзвешенном состоянии. Частицы, перемещающиеся 
в этом режиме, срываются со дна таким же образом, как влеко-
мые, но затем подхватываются турбулентными вихрями и, пре-
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ж д е чем снова упасть на дно, проходят в придонном слое потока 
длинный путь, на 3—4 порядка превышающий их диаметр. Дви-
жение полувзвешенных наносов наименее изучено и до настоя-
щего времени его роль недооценивалась. Между тем в реках 
с песчаным руслом значительная часть донных частиц движется 
именно в полувзвешенном состоянии. 

По своему происхождению наносы делятся на русловые и 
внерусловые. Внерусловые наносы образуются в результате эро-
зии поверхности бассейна. Они обычно представлены глини-
стыми и илистыми частицами и свой путь в реке проходят взве-
шекными. Откладываясь на пойме, они образуют так называе-
мый наилок и способствуют постепенному повышению поймы. 

Русловые наносы захватываются потоком со дна и с берего-
вых склонов. У равнинных рек они представлены песками и 
гравием. В межень, при небольших скоростях течения, они дви-
жутся во влекомом и полувзвешенном состоянии, а во время 
паводка их мелкие фракции (крупностью обычно до 0,25 мм) 
пер еходят в состав взвешенных наносов. 

Если представить последовательность потоков с песчаным 
дном, расположенных в порядке возрастания скорости течения, 
то в такой последовательности обнаруживаются следующие ста-
дии движения русловых наносов: 

1) стадия отсутствия общего движения, когда вследствие ма-
лости скоростей происходит изредка лишь шевеление и срывы 
отдельных частиц; 

2) стадия движения наносов по ровному дну, или, как ее 
часто называют, «первая гладкая стадия»; 

3) стадия рифелей; 
4) стадия донных гряд; 
5) переходная стадия смыва гряд; 
э) «вторая гладкая стадия», для которой характерна высо-

кая интенсивность транспорта русловых наносов с частичным 
переходом их во взвешенное состояние; 

7) стадия антидюн. 
Геометрия рифелей, гряд и антидюн была описана в п. 7.2. 
В потоках, дно которых сложено крупным песком и гравием, 

рифели не образуются — «первая гладкая стадия», при повы-
шении скоростей сменяется стадией гряд. В потоках с крупно-
зернистыми донными отложениями не происходит также смыва 
гряд. Вместо этого, когда интенсивность транспорта наносов 
становится очень большой, гряды перестраиваются, приобретая 
вид|симметричных волн. 

ереход от первой стадии ко второй, т. е. начало движения 
частиц, принято связывать или с критической величиной каса-
тельного напряжения на дне или с критической величиной сред-
ней скорости течения. Вопрос о границах между остальными 
стадиями менее ясен, и по нему имеется несколько разноречи-
вых предложений (И. JI. Богарди [157], Р. Д ж . Гарде и Ранга 
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Р а д ж у [181], Д . Б. Саймоне и Э. В. Ричардсон [230], В. Ва-
нони [241] и др.) . Границы, определенные на основании лабора-
торных экспериментов, часто оказываются для естественных по-
токов неверными. По-видимому, можно считать установленными 
следующие общие положения: а) на переходе от ровного дна 
к рифелям сказывается влияние вязкости; б) нижняя и верхняя 

им/с { 

Рис . 74. Г р а н и ц ы о б л а с т и с у щ е с т в о в а н и я г р я д . 

1 — р о в н о е д н о , 2 — р и ф е л и , 3 — г р я д ы , 4 — с м ы в г р я д . 

границы существования гряд не зависят от вязкости; в) в диа-
пазоне крупности частиц d = 0,1-^1,0 мм (песок) эти границы 
не зависят также от d\ г) антидюны образуются при F r ^ 1. 

На рис. 74 показаны границы области существования гряд, 
построенные по экспериментальным данным Гая, Саймонса и 
Ричардсона [186]. Опыты велись в лотке шириной 2,44 м, при 
медианной крупности донных частиц 0,19, 0,27, 0,45 и 0,93 мм 
(подробные сведения об этих опытах см. в п. 23.2). Граничные 
кривые на рис. 74 построены в осях U, У gR. Н а этом рисунке 
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видно, что с ростом гидравлического радиуса происходит мед-
ленное увеличение диапазона скоростей, в котором наблюдается 
грядовое движение наносов, причем это увеличение совершается 
в основном за счет повышения скоростей, требующихся для 
смыва гряд. Вдоль граничных линий числа Фруда монотонно 
падают. Эта закономерность согласуется с данными по есте-
ственным потокам. Д л я смыва, гряд лабораторный поток с гид-
равлическим радиусом 0,2 м должен иметь скорость U ^ 0,9 м/с, 
т. е. число Фруда Uz/gR ^ 0,41. В большой реке, с глубиной во 
время паводка 10 м, смыв гряд происходит при скоростях около 
2 м/с, т. е. при числе Фруда, равном 0,04 — на порядок мень-
шем, чем в лаборатории. 

Изучая границы между стадиями движения наносов, необхо-
димо иметь в виду, что эти границы размытые — в некоторой 
полосе значений определяющих параметров могут наблюдаться 
обе 
явления гистерезиса. 

смежные стадии. По-видимому, всем переходам свойственны 

14.3. Начало движения. Неразмывающая скорость 

Неоднородность размеров и формы наносов, случайный ха-
рактер их расположения на дне и пульсации скорости турбу-
лентного потока придают захвату частиц со дна вероятностный 
характер. Частицы приходят в движение в случайных точках 
дна, в случайные моменты времени. Пройдя короткий путь они 
останавливаются, на смену им по тому же закону случайности 
вовлекаются в Движение другие. 

В экспериментальных исследованиях начала движения нано-
обычно применяются почти однородные наносы. Это делает 
льтаты наблюдений более определенными, исключает воз-
ность изменения гранулометрического состава донных ча-

за время эксперимента, но обязывает к введению попра-
на неоднородность грунта при переходе к практическим рас-
м. Рассмотрим начальную стадию движения однородных 
иц. 

Е1сли осредненное движение жидкости установившееся, пло-
ское и равномерное, ддю ровное (без гряд) и наносы однород-
ные, то в данном потоке существует определенная функция рас-
пределения вероятностей для числа частиц, приходящих в дви-
жение на единице площади дна в единицу времени. С измене-
нием параметров потока и крупности частиц эта функция будет 

ться. 
Д л я практических целей достаточно знать математическое 

ожидание N числа N сдвигаемых частиц. Если это математи-
эе ожидание определяется экспериментально, время разо-
наблюдения надо изменять с таким расчетом, чтобы отно-

сительная средняя квадратичная ошибка статистического 

сов 
резу, 
мож 
стиц 
вок 
чета 
част 

меня: 

ческ< 
вого 
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среднего была одной и той же при разной интенсивности захвата 
частиц потоком. Д л я дальнейшего удобно ввести безразмерную 
среднюю интенсивность захвата. Нормировав число N с по-
мощью' диаметра частиц и ускорения свободного падения, выра-
зим эту безразмерную интенсивность в виде 

Величина у будет зависеть от отношения между силами, 
стремящимися сдвинуть донную частицу, и силами, удерживаю^ 
щими ее на месте. Определим эти силы, считая, что форма ча-
стиц симметрична относительно диаметральной плоскости, па-
раллельной плоскости осредненного движения. Это допущение 
позволит нам свести все силы к плоской системе сил. 

Удерживающими силами служат: избыточный вес частиц G, 
выражаемый правой частью формулы (14.1), и сила трения 

R—fG —fg(ps — р) k2d3, (14.7) 

где f —• коэффициент внутреннего трения грунта в воде. Приведя 
силы трения к центру массы частицы и сложив их с силой из-
быточного веса частицы, мы получим главный вектор удержи-
вающих сил с модулем, пропорциональным G , H момент, стре-
мящийся опрокинуть частицу в направлении течения. 

Силы, сдвигающие частицу, состоят из нормальных к ее по-
верхности сил гидродинамического давления и касательных сил 
жидкостного (вязкого или турбулентного) трения. Приведя 
силы трения к центру давления и сложив их с силой давления, 
получим главный вектор сдвигающих сил и момент, который, 
так ж е как момент от сил трения в грунте, стремится опроки-
нуть частицу в направлении течения. 

Вследствие несимметричности обтекания частицы в верти-
кальной плоскости главный вектор сдвигающих сил отклонен 
от горизонта и может быть разложен на лобовую F л и подъем-
ную F n компоненты. Турбулентные пульсации скорости и дав-
ления делают эти компоненты колеблющимися во времени. 
Среднюю величину лобовой силы получим, заменив в выраже-
нии (14.1) скорость частицы Шо придонной скоростью течения 
и (А) и умножив это выражение на коэффициент а несимметрич-
ности обтекания: 

F ^ a C d
 Р ^ Д ) 1 2 М » . (14.8) 

Подъемная сила у однородных частиц связана- постоянным 
отношением с лобовой: F n ~ F n -

Л е ж а щ а я на дне частица обычно упирается в следующую 
вниз по течению и все силы могут создавать моменты относи-
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тельно точки упора. К опрокидывающему моменту, создавае-
мому главным вектором сдвигающих сил, присоединяются опро-
кидывающие моменты, полученные при приведении сил трения 
к центру массы и центру давления. Поэтому, начиная двигаться, 
частицы или перекатываются, или сочетают подъем с враще-
нием. Скользящее движение встречается лишь у уплощенных 
частиц. Так как при изменении параметров потока, например 
при увеличении скорости, меняются силы, а их плечи практиче-
ски остаются прежними, то при дальнейшем рассмотрении во-
проса о начале движения мы не будем заниматься моментами 
сил. 

Из условий и следует, что отношение удержи-
вающих сил к сдвигающим во всех случаях движения пропор-
ционально отношению G/Fл. Если частицы крупные и дно гид-
равлически шероховатое, то коэффициенты а и Св. в выраже-

(14.8) постоянны, a u(A)~v%. Отсюда легко найти, что 
ошение G/Fn пропорционально уже известному нам коэффи-
нту устойчивости о|з= (ps — p ) g d / p v \ L 
Если частицы мелкие и на дне есть вязкий подслой, то ко-

эффициент сопротивления Са является функцией числа Рей-

ьдса R e d = - ^ — а коэффициент несимметричности обтека-
ла 

а зависит от отношения диаметра частиц к толщине под-
v d 

, т. е. от числа Рейнольдса R e ^ s s — - — . Таким образом, 
v 

ошение удерживающих сил к сдвигающим становится зави-
сящим от трех безразмерных переменных: if, Red и Re*. Од-
на» 

нол 

ния 

ело 

отн 

о число Re<j мы вправе заменить числом 

R e ^ - ^ - Ц ; >—;, (14.9) 

которое может быть выражено через две другие переменные: 

Re4d = Y^Re^. В результате величины г|э и Re* оказываются 
ерпывающими характеристиками отношения удерживающих 

к сдвигающим. Отсюда для безразмерной интенсивности 
вата у мы имеем в общем случае следующее функциональ-
соотношение: 

у — f c t (ф, Re*)- (14.10) 

исч 
сил 
зах: 
ное 

Допустимо, очевидно, и такое решение, когда для исключе-
ния числа Re^d коэффициент г|) заменяется отношением ш2 . 
В расчётах обычно используется квадратный корень из этого 
отношения. Величина также называется коэффициен-
том: устойчивости. Величины 1/г|) и 1/|, обратные коэффициентам 
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устойчивости, называются коэффициентами подвижности. 
Пользуясь коэффициентом будем иметь вместо (14.10) урав-
нение 

y = fct(5, Re*). (14.11) 

Вследствие вероятностного характера явления эксперимен-
тально установить значение касательного напряжения на дне, 
при котором интенсивность захвата у обращалась бы в нуль, 
невозможно. Однако слабая интенсивность захвата не представ-
ляет практического интереса и поэтому можно выбрать неко-
торое малое значение интенсивности у = const > 0, приняв его 
за условный порог транспорта наносов. При таком условии за-
дача определения критического касательного напряжения на 
дне сведется к построению опытным путем одной из двух функ-
ций: 

(14.12) 

или 

(14.13) 

где индексом с отмечены значения динамической скорости на 
принятом пороге транспорта наносов. Общее свойство функций 
(14.12) и (14.13) состоит в том, что при достаточно больших 
значениях аргумента (числа Re*c) они превращаются в посто-
янные. 

Использование безразмерных переменных г|)с, и Re*c в со-
временных исследованиях начала движения наносов стало обще-
принятым. Слабую сторону выполненных экспериментов состав-
ляет отсутствие единого соглашения (типа равенства 1 /у — 
== const) о том, что считать таким началом. Разные экспери-
ментаторы по-разному фиксировали начало движения и часто 
не заботились о том, чтобы дать своему приему точное количе-
ственное выражение. В результате формулы и графики разных 
авторов расходятся и их согласование является трудным, 
а иногда и невыполнимым делом. 

Первым представил результаты своих опытов в переменных 
и Re*c А. Шильдс [224]. Критические значения касательного 

напряжения на дне он находил, экстраполируя к нулю связь ме-
жду касательным напряжением и расходом наносов. Особен-
ностью построенного Шильдсом графика 1 /гре — fct (Re*c) яв-
ляется минимум величины 1/о|зс (т. е. максимум устойчивости 
донных частиц) при Re*c«;10. Влияние вязкости на устойчивость 
исчезает по графику Шильдса лишь при Re* c ~500, после чего 
величина 1/грс имеет постоянное значение 0,06 (коэффициент 
•фс = 16,7). Последовавшие опыты показали, что экстраполяция 
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связи между расходом наносов и величиной то была произведена 
Шильдсом неточно—движение наносов наблюдается и в обла-
сти значений 1Д|э, меньших l/i|)c по его графику. Д л я крупнозер-
нистых частиц, в частности, это легко устанавливается по дан-
ным измерений расхода наносов, выполненных гидравлической 
лабораторией в Цюрихе (см. рис. 81). Согласно оценке Б. Тэй-
лора (цит. по [242]), кривая Шильдса соответствует расходу 
наносов qs = 0,01 v*d. 

В СССР наиболее крупное экспериментальное исследование 
начала движения наносов было произведено В. С. Кнорозом 
[68, 70]. Опыты велись с десятью разновидностями отсортиро-
ванных песчаных и гравелистых частиц диаметром от 0,164 до 
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Рис. 75. Функция l /V r iF7=5ct(Re^ c) . 
К н о р о з у , 2 — по Ш и л ь д с у , 3 — ц е н т р ы т я ж е с т и э к с п е р и м е н т а л ь н ы х т о ч е к К н о р о з а . 

18,4 мм, при глубинах воды в лотке от 0,06 до 0,80 м. Степень 
неоднородности использованных грунтов Кнороз характеризует 
отношением dgb/dso—Z- Это примерно та ж е степень неоднород-
ности, что в опытах Зегжды (см. п. 4.1). 

На основе визуальных наблюдений Кнорозом фиксировались 
скорости течения при первых подвижках донных частиц и при 
переходе к повсеместному движению. Скорость, средняя из этих 
двух скоростей, принималась за критическую Uc. Всего было 
получено около 600 сопряженных значений a|5c, Re^c и Uc. Экс-
периментальный график Кнороза в осях Re^c показан 
на рис. 75. График представляет ломаную линию, стороны ко-
торой последовательно отвечают гладкостенному, переходному 
и квадратичному режимам сопротивления. Если принять отно-
шение высоты выступов шероховатости к среднему диаметру 
частиц равным 1,6, т. е. такое же, как в опытах Зегжды, то Гра-
нины режимов на графике Кнороза будут практически совпа-
дать с границами, установленными Зегждой. Критический ко-
эффициент устойчивости становится независящим от вязкости 

при R e ^ c « 2 5 . В автомодельной области имеем: l / f i f c = 0,16, 
1/tJj,. = 0,026 и хро = 38,2. 
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На рис. 75 нанесена также соответствующим образом пере-
считанная кривая Шильдса. Если в области малых Re*c (мел-
ких частиц) кривые Кнороза и Шильдса довольно близки, то 
при R e * c > 1 0 они резко расходятся. Вопрос о том, какая из 
двух кривых заслуживает большего доверия, долгое время оста-
вался неясным, хотя значение Re^c = 500, которое, по Шильдсу, 
определяет нижнюю границу автомодельности, всегда казалось 
сомнительным — оно лежит внутри области квадратичного со-
противления. Вопрос, по-видимому, можно считать решенным 
•после появления работы У. Уайта и П. Акерса [246]. На осно-
вании обработки большого объема экспериментального мате-
риала по транспорту влекомых наносов (1000 опытов, принад-
лежащих 14 исследователям) Уайт и Акерс получили, так ж е 

1 

как Кнороз, закон монотонного убывания подвижности частиц 
с ростом их диаметра и уменьшением вязкости. Д л я автомо-
дельной области они нашли значение 1/У г|эс = 0,17, что практи-
чески совпадает с результатом Кнороза. Таким образом, фунда-
ментально^ исследование Кнороза прошло независимую про-
верку и может рассматриваться как надежная основа для рас-
четов. 

На рис. 76 график Кнороза дан в координатах l/gc, Re*c. 
В этих координатах он представляет собой плавную кривую. 
В автомодельной области 1/g = 0,135 и £ = 7,4. Сравнив послед-
нюю цифру с отношением скоростей и (Д) /и* = 7,5,. получаем, 
что при начале движения частиц, образующих гидравлически 
шероховатую поверхность, осредненная скорость над верши' 
нами частиц равна их гидравлической крупности 

» е ( Д ) « ю 0 . ' (14.14) 
В расчетах вместо критического касательного нацряжения 

toe — pv% удобнее пользоваться критическим значением сред-
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с 
Heiji скорости Uc = — П о я в л е н и е при этом добавочной пе? 

1ё 
ременной — коэффициента Шези или коэффициента трения — 
не приводит к затруднениям, так как для ровного дна С и X 
определяются с достаточной точностью. Скорость Uc называется 
неразмывающей. 

Полученная Кнорозом формула неразмывающей скорости 
длЖ квадратичной области, т. е. при R e * c > 2 5 , или ориентиро-
вочно при d > 1 мм, имеет вид 

(14.15) 

Д л я исключения отсюда высоты выступов шероховатости на-
ряду с соотношением А = \fidso при сильно неоднородных сме-
сях можно пользоваться соотношением А — dgo, предложенным 
И. И. Леви [83]. При сильной неоднородности донного грунта 
Леви рекомендовал также вводить в правую часть формулы 

(14:. 15) множитель Г-^ -У ' 1 . Движение частиц неоднородного \ "90 / 
грунта начинается при несколько меньших скоростях, чем дви-
жение однородных частиц, диаметр которых равен среднему 
диаметру частиц в смеси. 

В переходной области (ориентировочно при 0,25 <С d < 
< 1 , 0 мм) вместо соотношения U c ~ i d по формуле (14.15) 
имеется соотношение U c ~d 0 - 2 5 и в .области гидравлически глад-
кого дна (ориентировочно при d <. 0,25 мм) — соотношение 
Uc ~d0>0~° (полные выражения для Uc имеют громоздкий; вид и 
мы их приводить не будем). Таким образом, по мере усиления 
влияния вязкости влияние диаметра частиц на неразмывающую 
скорость быстро падает и в области гладкого дна им можно 
практически пренебрегать. Эта картина объясняется двумя об-
стоятельствами: линейным распределением скоростей в вязком 

подслое: u~z и линейным законом сопротивления у мелких ча-
стиц: F C R B ~ u . В результате сдвигающая сила, так ж е как удер-
живающая , оказывается пропорциональной d3 и отношение этих 
сид делается независящим от d. 

Слабое влияние диаметра мелких частиц на захват их по-
током нашло отражение в одной из ранних формул неразмы-
вающей скорости — эмпирической формуле В. Н. Гончарова 
[23] 

t / c = 0 , 9 6 ] / g d 0 ' 4 ( r f + 0 , 0 0 1 4 ) 0 ' 6 ( 4 r . 04 .16 ) 

Д л я крупных частиц постоянное слагаемое (длина 0,0014 м) 
мало по сравнению с d и мы получаем, согласно теории, £ / с ~ 

У g d . У мелких частиц диаметр d становится мал по срав-
нению с 0,0014 м и влияние d на величину Uc резко падает. 
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Формула Гончарова не содержит вязкости в явном виде и отве-
чает температурам воды 10—15°С. Более низким температурам 
соответствуют несколько большие значения неразмывающей ско-
рости, более высоким температурам — несколько меньшие зна-
чения. В области гладкостенного сопротивления повышение 
температуры воды от 0 до 20°С уменьшает .неразмывающую 
скорость почти на 20%. 

Численные значения Uc, получаемые по формуле (14.16), при 
R 1 0 0 0 — < 5000 близки к значениям Ue по системе формул 

Кнороза. Так как пользоваться одной формулой удобнее, чем 
тремя, то формула (14.16) широко применяется в расчетах рус-
ловых деформаций. При сильно неоднородном грунте в правую 
часть формулы (14.16) вводится, по рекомендации Гончарова, 

У dsо \°.2 множитель ^ р - ] • 
Недостаточная определенность опытных данных о начале 

движения донных частиц вместе с важным значением этого во-
проса в практических приложениях обусловили появление у нас 
и заграницей ряда новых исследований. Кроме уже упомянутой 
работы Уайта и Акерса, заслуживают внимания работы В. В. Ро-
мановского [114], Г. П. Скребкова и В. Е. Короткова [122, 79] 
и Ч. Янга [251]. 

Среди новых экспериментальных результатов значительный 
интерес вызывает обнаруженная очень высокая чувствитель-
ность расхода наносов в начале движения частиц к изменениям 
касательного напряжения и средней скорости. По данным 
А. Пэйнтала [214], а также Б. ТэйлОра и В. Ванони [233], рас-
ход наносов крупностью около 0,2 мм изменялся в начале дви-
жения как 16—17-я степень касательного напряжения. В опы-
тах Н. Н. Гришина и др. [37] расход гравия крупностью 5 мм 
изменялся при начале движения как 20-я степень средней ско-

Ps 
роста, расход частиц полистирола (d = 5,8 мм, - ^ — = 1 , 0 5 ) — 

как 8-я степень. Объяснение этих фактов, приведенное в работе 
[37], состоит в том, что при развитии движения рост расхода 
наносов происходит в основном за счет увеличения числа вовле-
каемых в движение частиц, причем для значительного увеличе-
ния этого числа достаточно небольшого приращения донной 
скорости. 

Совсем особую и притом сложную задачу, слабо поддаю-
щуюся теоретическому анализу, представляет определение не-
размывающих скоростей для связных грунтов. Опыт показы-
вает, что текущая вода при размыве связного грунта влечет его 
в виде небольших отдельностей — агрегатов, представляющих 
каждый скопление значительного числа частиц. При отрыве та-
кого агрегата от дна давление воды преодолевает наряду с ве-
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сом агрегата силу его сцепления с соседними агрегатами. Раз-
мер агрегатов и сцепление между ними меняются в широких 
пределах в зависимости от физико-механических свойств 
грунта, в частности, его консистенции. Силы сцепления, дейст-
вующие внутри агрегата между составляющими его частицами, 
гораздо больше сил сцепления между агрегатами. Силы сцеп-
ления между частицами растут с уменьшением поперечных раз-
меров частиц. Поэтому в области связных грунтов связь между 
неразмывающей скоростью и поперечным размером частиц об-
ратная. Граница между областями прямой и обратной связи, 
между Uс и d, находится между значениями d, равными 0,1 и 
0,2 мм. 

Подробное изложение вопросов размыва связных грунтов 
имеется в монографии Ц. Е. Мирцхулавы [92]. Добавочные 
сведения можно найти в книге И. Ф. Карасева [61]. 

15. Движение влекомых наносов как случайный 
процесс 

15.1. Картина движения по опытным данным 

При значениях касательного напряжения на дне, немного 
больших критического, донные частицы перекатываются. 
С увеличением придонных скоростей перекатывание сменяется 
скачками. Перемещение посредством последовательных скачков 
представляет основной вид развитого движения влекомых твер-
дых частиц. Этот вид движения изучался в лабораторных лот-
ках и в натуре рядом исследователей, начиная с Г. К- Гиль-
берта (1914 г.). В настоящее время применяются два способа 
исследований: 1) путем фиксации движения на кино- или фото-
кадрах и 2) путем наблюдений за перемещением меченых 
(окрашенных, флюоресцирующих или активизированных) частиц. 
О деталях движения, в частности о виде траекторий частиц, мо-
жно составить представление только с помощью первого спо-
соба. В этом пункте мы рассмотрим данные, полученные первым 
способом, а результаты наблюдений за мечеными частицами 
изложим в конце п. 15.2. 

Наблюдения посредством кино- или фотосъемки были вы-
полнены Ц. Е. Мирухулавой [91], Н. А. Михайловой [94], 
К- И. Россинским и К- С. Любомировой [117, 118], И. Тсучия 
[238], С. К- Олевинской [104], И. Френсисом [180]. Чтобы об-

легчить опознавание отдельных движущихся частиц, все экспе-
риментаторы прибегали к закреплению зернистой шероховато-
сти дна. В опытах Российского и Любомировой размеры за-
крепленных донных частиц отличались от размеров движущихся. 
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У остальных экспериментаторов эти размеры были одинако-
выми. В опытах Френсиса наблюдалось движение одиночных 
частиц. Чаще всего применялись частицы гравия и гальки, но 
Френсис использовал, кроме того, гранитную крошку и искус-
ственно изготовленные частицы разной плотности. Значения ко-
эффициента подвижности = в опытах Френсиса дости-

гло 
галй 1,3. Это позволило ему Наблюдать движение не только 
влекомых (катящихся и подскакивающих) частиц, но и полу-

взвешенных. В опытах остальных иссле-
а) 0 о о о о дователей коэффициент подвижности 

—а̂ - - был меньше 0,5, что отвечает умеренной 
и слабой интенсивности движения в ре-

• ") 0 „ о о жимах подскакивания и качения. 
<?° — Данные о скачкообразном движении 

твердых частиц, полученные в шести 
циклах исследований, хорошо согласу-

„пп-ао^д/ал " ° ° ° " "" юте я. Высоты скачков имеют порядок 
\0°d, длины- -порядок Ю1^. Средние вы-

г\ соты скачков составляли в экспериментах 
„0ооо о о 0„оо°°оо „ от 0,6d до 4d. По данным Френсиса, вы-

сота подъема над дном полувзвешенных 
l i_J°CM частиц в два-три раза больше, состав-

ляя в среднем около \ Ы . Распределения 
Рис. 77. Траектории под- вероятностей высот и длин скачков отли-
скакивающих частиц (по чаются сильной Положительной асиммет-
Россинскомуи Любоми- р и е й _ Наибольшие наблюденные в опы-

, тах высоты и длины скачков были боль-
а — н о р м а л ь н а я ( й = 7 м м ) , л 
б - с к р у т ы м п о д ъ е м о м (d= Ш е М О Д Э Л Ь Н Ы Х В Ы С О Т И Д Л И Н . В 4 — 
= 7 м м ) , в — н а с т и л ь н а я (d= А 7 п а з а 
—Л м м ) , г — п о с л е д о в а т е л ь - ' г 

н ы е с к а ч к и (d=io,5 м м ) . Так как максимум подъемной силы 
приходится на начальный момент скачка, 

то восходящие ветви траекторий, как правило, круче 
нисходящих. В воде, однако, они далеко не так. круты, как 
в воздухе — при движении под действием ветра. Это разли-
чие объясняется большим сопротивлением движению в более 
плотной, среде. Характерные траектории подскакивающих ча-
стиц,' полученные Россинским и Любомировой, п о к а з а н ы ' н а 
рис. 77. Такой ж е вид имеют траектории, наблюденные Михай-
ловой и Френсисом. По наблюдениям Френсиса, траектории по-
лувзвещенных частиц имеют заметную извилистость, но в сред-
нем, за исключением начального и конечного участков, парал-
лельны дну.. . 

Подъемная сила, приложенная к частице, лежащей на дне, 
образуется разностью между давлением в заторможенной жид-
кости под частицей и давлением в ускоряющейся жидкости над 
ней. В турбулентном потоке эта разность колеблется вместе 
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ма 

чес 
тр 
чег 

с пульсирующем продольной скоростью, и подскакивание частиц 
происходит в моменты максимумов и ' . Заметим, что нормальная 
ко дну компонента мгновенной скорости никакой роли в за-
хвг[те частиц потоком не играет, ибо при z — Д она очень мала. 
Косвенное подтверждение этого дал эксперимент Френсиса 
с подскакиванием частиц в ламинарном потоке. 

Частице достаточно лишь немного приподняться над дном, 
чтс|бы влияние дна на распределение давления по ее поверхно-
сти резко уменьшилось. Подъемная сила, однако не исчезает, 
так как в этот ж е момент в ее создание включается новый фак-
т о р — в р а щ е н и е частиц (эффект Магнуса) . Уже отмечалось, 
чтс силы, сдвигающие частицу, обычно образуют момент отно-
сительно точки ее упора и, вылетая из своего гнезда, частица 
вращается. По наблюдениям Российского и Любомировой [118], 
при скорости течения у дна около 1 м/с частицы диаметром 
16 мм, делая скачок, вращались со скоростью 6—10 оборотов 
в секунду. Подъемная сила, возникающая при вращении шара 
в потоке с градиентом скорости, изучалась М. А. Дементьевым 
[42]. Так как опыты Дементьева велись в неограниченном по-

токе, то применить их результаты к движению частиц вблизи 
дна нельзя. Однако эти результаты позволяют все ж е сделать 
вывод, что подъемная сила, обусловленная вращением влеко-
мых частиц в начале скачка, может быть соизмеримой с избы-
точным весом частиц. Дальнейшее .состояние вращения зависит 
от 
скс 

соотношения между угловой скоростью частицы и вихрем 
роста в потоке. Согласно формулам (1.5) и (1.6), вихрь ско-

рости в плоском осредненном течении вдоль оси х. определяется 
выражением 

2У = - § - • (15.1) 

Угловая скорость подскакивающих частиц, по-видимому, 

всегда удовлетворяет неравенству ces > -jjj- и, следовательно, 

вращение частиц по длине скачка должно замедляться. Пульса-
ция скоростей в потоке, скорее всего, дополнительно способст-
вует этому замедлению. . 

Длина и время начального разгона частицы настолько 
чы, что в имеющихся наблюдениях эта активная стадия дви-

жения остается неосвещенной. Киносъемка, выполненная Рос-
сийским и Любомировой, зарегистрировала лишь отрицатель-

вертикальные ускорения подскакивающих частиц, т. е. осве-
тила лишь пассивный участок восходящей ветви траектории, на 
котором сумма избыточного веса частицы и силы гидродинами-

кого сопротивления превосходит подъемную силу. В вершине 
[ектории вертикальный импульс обращается в нуль, после 
о вес частицы, работая уже против силы сопротивления, 
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заставляет ее опуститься на дно. Из сказанного видно, что 
в движении подскакивающей донной частицы есть много общего 
с движением баллистического снаряда. 

Продольная скорость частицы на нисходящей ветви траек-
тории мало отличается от местных скоростей течения, но на 
восходящей ветви она существенно меньше и поэтому средняя 
скорость частицы меньше придонных скоростей потока. Влеко-
мые наносы отстают в своем движении от несущей жидкости. 

Еще в 1932 г. П. А. Войнович и М. А. Дементьев [20] экс-
периментально установи-
ли, что продольные скоро-
сти влекомых частиц поч-
ти сразу после начала 
движения достигают зна-
чений, равных (0,4-^0,5)U 
и затем продолжают ра-
сти, стремясЁ сблизить-
ся со средней скоростью 
потока U. Примерно та-
кие же результаты бы-
ли получены в опытах 
А. Т. Иппена и Р. П. Вер-
ма [193]. Вопрос о про-
дольных скоростях по-
дробно освещен в опытах 
Френсиса. На рис. 78 
представлен эксперимен-
тальный график Френси-
с а — зависимость относи-
тельной скорости частиц 
Us/U от коэффициента 
подвижности — для трех 
видов частиц: 1) окатан-
ного гравия со средним 
диаметром 7,2 мм; 2) ку-

сочков дробленого гранита такого же поперечного размера 
и 3) речного песка. Применялись также копии частиц 
гравия и гранита, изготовленные из пластических материалов 
с разной плотностью. Как видно на рис. 78, продольные ско-
рости угловатых частиц меньше скоростей округлых. Из статьи 
Френсиса [180] следует, что угловатые частицы имеют зато 
большие скорости вращения и в силу этого легче переходят 
в полувзвешенное состояние. Если принять за условную гра-
ницу между влекомыми и полувзвешенными наносами значение 
коэффициента подвижности v j w o = 0,5, то для округлых вле-
комых частиц значения относительной скорости us/U будут ле-
жать в пределах 0,4—0,8, что сходится с результатами Войно-
вича и Дементьева. При переходе к полному взвешиванию 
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Рис. 78. Зависимость относительной скоро-
сти донных частиц от коэффициента по-

движности (по Френсису). 
С е р и я А: 1 — к в а р ц , 2 — п е р с п е к с , 3 — п о л и с т и р е н , 
4 — а р а л ь д и т ; с е р и я Б\ 1 — г р а н и т , 2 — а р а л ь д и т , 
3 — а р а л ь д и т со с в и н ц о в ы м я д р о м ; с е р и я В — реч-

ной п е с о к . 



(v.Jw0>l) скорости твердых частиц приближаются к средней 
скорости потока. При групповом перемещении частиц их ско-
рости немного меньше скоростей одиночного движения. 

дв 

15.2. Вероятностное описание движения 

Будем рассматривать установившееся, плоское и равномер-
ной осредненное течение со скоростью больше неразмывающей 
в русле с ровным (безгрядовым) дном, сложенным из однород-
ных частиц. Физический случайный процесс перемещения мно-
жества донных частиц под действием текущей воды удобно ма-
тематически представить в виде совокупности двух случайных 
процессов — одного на пространственной оси х и другого на оси 
времени t. В отношении обоих процессов будем считать, что 
вероятностные характеристики движения многих частиц, такие 
ж е как у движения одной частицы на достаточно длинном ин-
тервале (0, х) или (0, t\. 

Рассмотрим сначала процесс на оси х. При одномерном ве-
роятностном описании движения нет возможности различать 
катящиеся, подскакивающие и полувзвешенные частицы. При 
всех трех режимах перемещения будем иметь дело с одной слу-
чайной величиной — проекцией -L на продольную ось х разовых, 
вообще говоря трехмерных, подвижек частицы. Величину L бу-
дем называть длиной шага или просто шагом частицы по оси х. 
Аналитическим выражением процесса перемещения будет слу-
чайная последовательность длин Sn пути, проходимого частицей 
по оси х за монотонно нарастающее число ее шагов п, 

Sn=L,+L2+ . . . +Ln, « = 1 , 2 , 3 , . . . (15.2) 

В силу исходных предположений об установившемся и рав-
номерном течении воды движение донных частиц однородно 
вдоль оси х-—вероятность числа k остановок частицы на ко-
нечном интервале (х, х+r) зависит только от k и г и инвари-
антна по отношению к х. Длина данного шага не связана с дли-
ной предшествующего и, следовательно, все случайные вели-
чины Li взаимно независимы. Из однородности движения сле-
дует, что все Li имеют одну и ту ж е функцию распределения 
вероятностей F ( l ) . Случайный процесс, определяемый после-
довательностью вида (15.2), с взаимно независимыми и имею-

ми общее распределение вероятностей слагаемыми Li назы-
вается процессом восстановления [73, 136] Ч 

Процессу перемещения донных частиц можно приписать еще 
. важных свойства: ординарность и отсутствие последствия. 
1 Своим названием процессы восстановления обязаны важной приклад-

ной задаче о сроках замены (восстановления) износившихся устройств и 
деталей. В настоящее время теория процессов восстановления охватывает 
гораздо более широкий круг задач. 
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Под ординарностью понимается тот очевидный факт, что на 
малом интервале Ах оси х не может быть более одной оста-
новки частицы. Отсутствие последствия означает, что вероят-
ность числа k остановок частицы на интервале (х, х+г) не 
зависит от того, сколько раз и где останавливалась частица 
выше. Отсутствие последствия мбжно интерпретировать т а к ж е , 
как независимость длины Ьь оставшегося отрезка шага от 
длины L a пройденного отрезка. Распределение вероятностей для 
длины оставшегося отрезка шага такое же, как для всей длины 
L = 'La + Lb. Рассуждая таким образом, мы, разумеется, ис-
ключаем из рассмотрения динамические характеристики движе-
ния, такие как начальный импульс частицы и действующие на 
нее силы — они могут быть любыми. Ситуация здесь аналогична 
наблюдающейся при ожидании автобуса на остановке — время 
ожидания имеет такую ж е функцию распределения вероятно-
стей, как интервал между последовательными приходами авто-
бусов [136, с. 25—27]. 

Совместное выполнение условий однородности, ординарно-
сти И отсутствия последействия выделяет из класса процессов 
восстановления простейший вид процессов этого класса — пу-
ассоновский процесс с показательной плотностью распределе-
ния вероятностей для длин шагов 

f { l ) - n e ~ * . (15.3) 

Математическое ожидание и дисперсия длины шага выра-
жаются формулами 

M Z = T - ' , D L = T 2 . (15.4) 

Функция распределения имеет вид 

/ ? ( / ) = l _ e - f ' . (15.5) 

Располагая этими зависимостями, нетрудно найти осталь-
ные вероятностные характеристики процесса: 

вероятность числа остановок (числа шагов) на интервале 
(О, х) 

= . (15.6) 

плотность распределения пути Sn, проходимого частицей за 
п шагов, 

(15.7) 

соответствующую функцию распределения 
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ни: 

Обратившись к протеканию процесса во времени, ограни-
чился случаем слабого транспорта наносов, когда время пе-
ремещения частицы допустимо считать пренебрежимо малым 
по сравнению с временем покоя V Легко видеть, что случайная 
величина длительности покоя частицы между двумя последова-
тельными (мгновенными) подвижками обладает теми ж е свой-
ствами однородности, ординарности и отсутствия последствия, 
что И случайная величина шага частицы на оси х. Таким об-
разом, мы располагаем случайной последовательностью времен 
R n за которые частица отдыхает п раз, 

^ И = Г 1 + Г 2 + . . . + Т п , п = \ , 2, 3 , . . . (15.9) 

Доказательной плотностью распределения времен отдыха Т 

/ ( т ) = ае~ят , М Г = а - 1 , D T = a . ~ 2 . (15.10) 

Далее , очевидно, нам остается переписать все формулы 
(lf]>.5) — (15.8) с заменой в них I на т, у на а, х на t и sn на гп-

Совместное применение вероятностных характеристик про-
цессов на осях х и t дает возможность найти итоговую харак-
теристику процесса транспорта в целом — плотность распреде-
ления f(s, t) длин пути 5 , проходимого частицами за время t. 

Положим, что в момент t = 0, частица, которая находится 
в 4очке х = 0, начинает свое движений, во времени. В соответ-
ствии с исходным условием слабого транспорта наносов ча-
стица, движущаяся по оси t, занимает неизменное положение 
на оси х, и наоборот, частица, движущаяся по оси х, покоится 
на оси t. К некоторому моменту времени t > 0 частица завер-
шит п циклов перемещения на оси t и сделает п шагов на 
оси х. Путь, пройденный за эти п шагов, есть уже известная 
нам величина Sn• При фиксированном числе п плотность рас-
пределения для пути Sn, пройденного за время t, определяется 
произведением f(s, п)Р(п, t), где f(s, п) выражается формулой 
(15.7), а Р (п, t) есть пуассоновская (т. е. имеющая вид (15.6)) • 
вероятность числа остановок на интервале (0, / ) . Суммируя по 
всем п от 0 до оо, получим полную плотность распределения для 
пути S, проходимого частицами за время t, 

ОО ОО 
/ (*. 0=2 / <*„) Я («. t) =2 т r g ^ 

• = / , ( 2 ] / ^ ) , (15.11) 

гд^ А — модифицированная функция Бесселя первого 'порядка . 

1 Более общий случай транспорта наносов, когда время движения срав-
с временем покоя и на оси t мы имеем т. н. альтернирующий процесс 

восстановления, рассмотрен в статье автора [31]. 
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Формула (15.11) была получена Г. Эйнштейном [169]. Математи-
ческое ожидание и дисперсия пути 5 выражаются формулами: 

М (15.12) 

При t ^ - оо, распределение (15.11) асимптотически прибли-
жается к нормальному. 

Зависимость (15.11) была проверена Эйнштейном с помощью 
наблюдений над движением меченых (окрашенных) частиц 
гальки диаметром 17—24 мм .по дну, состоящему из таких же 
частиц в лабораторном лотке длиной 41 м. Позднее такая про-
верка была выполнена К. Яно, И. Тсучия и М. Мичуэ [252], ко-
торые экспериментировали с мечеными частицами гравия диа-

Р и с . 79. Р а с п р е д е л е н и е м е ч е н ы х ч а с т и ц по 
д л и н е п о т о к а в три п о с л е д о в а т е л ь н ы е м о м е н т а 
в р е м е н и по ф о р м у л е (15.11) и по о п ы т а м Яно , 

Т с у ч и я и М и ч у э . 
l — t=40 с, 2 — t=m с, з — t-зоо с. 

метром 3,5 мм и с мечеными искусственными частицами, имев-
шими диаметр 6,75 мм и относительную плотность ps/p = 1,24. 
С опытом сравнивались зависимости (15.3), (15.11) и (15.12). 
Так ж е как в наблюдениях Эйнштейна, было установлено хо-
рошее согласие теории и опыта. Один из экспериментальных 
графиков Яно и других показан на рис. 79. Заметим, что без-
размерные средние длины шагов получились в опытах 
японских исследователей на порядок большими, чем в группе 
исследований, выполненных с помощью кино- и фотосъемки. 
По-видимому, это объясняется соответственно большими значе-
ниями коэффициента подвижности частиц. 

Применение установленных вероятностных зависимостей 
в расчетах затрудняется тем, что значения параметров у и а 
можно определить в каждом конкретном случае лишь из 
опыта. В работе Яно и других сделана попытка преодолеть этот 
недостаток с помощью добавочных полуэмпирических связей. 
Такое направление исследований, по-видимому, перспективно. 
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16. Расход влекомых наносов на безгрядовом дне 

16.1. Формулы детерминистического типа 
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Принятое в этом параграфе деление формул расхода нано-
на детерминистические и вероятностные основано не столько 

виде формул, сколько на способе их получения. Вероятност-
5 зависимости построены на представлениях о случайном 
дессе захвата и перемещения донных частиц, при выводе 

^ерминистических формул флюктуации исключаются из рас-
отрения. 
0 6 исходных идеях и структуре формул детерминистиче-
го типа удобно судить по данным табл. 2, в которой приве-
ы пять формул, опирающихся на достоверный эксперимен-
ьный материал и представляющих разные направления впо-
ах адэкватной связи между расходом влекомых наносов и 
аметрами потока и русла. Во всех формулах имеется в виду 
жение однородных крупнозернистых частиц на дне равно-

эного потока при квадратичном режиме сопротивления. Так 
дно безгрядовое, то полный градиент потерь энергии равен 

диенту потерь, обусловленных зернистой шероховатостью 
Д Н £ . 

Таблица 2 
Формулы расхода влекомых наносов 

К 

Автор Год Формула № формулы 

А. Шильдс 

э. 
и Й 

jVLeiiep-Петер 
\ Мюллер 

И. И. Леви 

И. 

Р. 

р . Егиазаров 

. Бэгнольд 

1936 

1948 

1948 

1949 

1973 

<ls 

qs = Ю 

Р 

Р Я1 о̂ — Чс 
Pi — Р 1 " g?sd 

.2 

Pi — Р 
Чг v 

g 
0 , 0 4 7 d 
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В формулах Шильдса и Егиазарова продолжается линия, 
начатая создателем исторически первой формулы расхода вле-
комых наносов М. Дюбуа (1879 г.), который предположил, что 
расход наносов пропорционален разности между касательным 
напряжением на дне и значением этого напряжения при начале 
движения частиц. Отношение указанной разности к критиче-
скому касательному напряжению Егиазаров назвал «безразмер-
ным избытком влекущей силы». 

В формуле Мейер-Петера и Мюллера, имеющей репутацию 
одной из наиболее надежных, эта ж е разность касательных 
напряжений представлена неявно в виде заключенной в скобки 
разности двух величин с размерностью длины. Показатель сте-
пени 3/г обусловлен требованием, соблюдать при моделировании 
удельного расхода наносов закон подобия Фруда. 

В формуле Леви разность-касательных напряжений заме-
нена разностью между средней скоростью на вертикали и не-
размывающей скоростью. Эта замена предопределила появле-
ние в формуле величины d/h — относительной шероховатости 
дна. Аналогично построены формулы Г. И. Шамова [147] и 
В. В. Романовского [114]. Как считают авторы формул этого 
вида, разность U — Uc характеризует скорость движения дон-
ных частиц, а величина (£//")/gd)3 — число частиц, участвующих 
в движении. Скорость Uc при пользовании формулой Леви дол-
жна определяться по формуле Кнороза (14.15). 

Р. Бэгнольд построил свою формулу на связи между рас-
ходом наносов и мощностью, расходуемой потоком на переме-
щение твердых частиц. Этот путь применяли у нас Ю. А. Ибад-
Заде и в своих поздних работах И. В. Егиазаров. Мощность, 
расходуемая потоком на преодоление сопротивления дна, равна 
Ux0. Мощность, затрачиваемая на транспорт наносов, во много 
раз меньше этой величины и для ее определения надо знать не-
которые характеристики скачкообразного движения частиц, 
в частности среднюю высоту подъема частиц над дном, ско-
рость течения на этом уровне и среднюю скорость частиц. Эти 
вопросы были решены Бэгнольдом с помощью эксперименталь-
ных данных. Величина U—i5,75u^ lg (0 ,37h/kd) есть осреднен-
ная скорость жидкости на средней высоте движения частиц kd. 
Частицы отстают от жидкости в среднем на величину своей 
гидравлической крупности wo. Таким образом, трехчлен, заклю-
ченный в скобки, представляет скорость твердых частиц ; 
Угол а есть угол трения между движущимися и неподвижными 
донными частицами. 

В соответствии с физической картиной явления ведущим ар-
гументом во всех приведенных формулах служит касательное 
напряжение на дне. Оно входит в формулы или непосреДст-

- с венно, или через величины v* = Уто/р и U — —— 1 тр/p. Сопро-
18 
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тквление частиц влекущей силе потока учитывается посредст-
вом составления разностей между то, U и критическими зна-
чениями этих величин. Ввиду условности всех критических 
значений рациональность такого подхода может вызывать сом-
нения. В частности, этот подход делает все формулы непримени-
мыми к слабому транспорту наносов, когда разности т0 — т0с, 

— и U — Uс становятся сравнимыми с погрешностями 
в определении соответственно. тос, v%c и Uc. В наименьшей мере 
этот недостаток сказывается на результатах расчетов по форму-
лам Мейер-Петера и Мюллера и Бэгнольда, в которые динами-
ческая скорость входит в третьей степени (в остальных форму-
лах показатель степени равен 4—5). 

Альтернативным решением, полностью устраняющим указан-
ный недостаток может быть замена разности то — т0с отноше-
нием влекущей силы то к удерживающей силе веса частиц 
в воде, т. е. введение в формулы расхода наносов коэффициента 
устойчивости донных частиц. С этим решением мы встретимся 
в следующем пункте. 

16.2. Вероятностные зависимости 

Случайный характер движения влекомых частиц был впер-
е учтен в задаче о расходе наносов Г. Эйнштейном, последо-
тельно предложившим в 1942 и 1950 гг. два расчетных метода, 
ей Эйнштейна получили дальнейшее развитие в рабо-

х Великанова [17, 18], оставшихся, к сожалению, незавершен-
ми. Ниже мы ограничимся изложением двух методов Эйн-

штейна. 

вы< 
ва 
Ид: 
та 
ны 

Лх 

Рис. 80. 

В первом методе Эйнштейна [170] исходным понятием слу-
ж а т вероятность Pi, что донная частица совершит за время At 
подвижку длиной Дл:: 

Ах). (16.6) 

Донные частицы считаются однородными. 
Свяжем расход влекомых наносов с вероятностью Pi. Д л я 

этбго вырежем на дне продольную, прямолинейную полосу ши-
риной, равной единице, и разобьем ее на участки одинаковой 
длины Ах (рис. 80). Участки, расположенные вверх от створа 
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О—-0, перенумеруем по порядку, как показано на рис. 80. Если 
Nd есть число частиц, лежащих одним слоем на единице пло-
щади дна, то число частиц, лежащих на площадке \~XAx, равно 
Nd Ах. За время Д/~створ 0—0 пересекут частицы с первой пло-
щадки в количестве Ni = P\NdAx. Но створ 0—0 за тот же про-
межуток времени At пересекут также частицы с вышерасполо-
женных площадок. Частицам из второй площадки для этого по-
требуется сделать за время At подвижку длиной 2Ах, частицам 
из третьей площадки — подвижку длиной ЗДл: и т. д. Согласно 
теореме о вероятности совместных событий, вероятность пере-
сечь створ 0—0 за время At для частиц из второй площадки со-
ставит Р 2 , для частиц из третьей площадки составит Р 3 и т. д. 

Таким образом, общее число N частиц, которые пересекут 
створ 0—0 за время At, выразится геометрической прогрессией 

+ ... =Л^Дл-(Р1 + Р?+ .. .) = NdAx • 1 - Р , • 
(16.7) 

Число Nd частиц, лежащих на единице площади дна, есть 
величина, обратная площади миделевого сечения частиц kid2. 
Поэтому формулу (16.7) можно переписать в виде 

Число N частиц, которые пересекают створ 0—0 за время At, 
связано с удельным расходом наносов простым соотношением 

Nk*d3 а г с\\ (16.9) 

где kzd3 — объем одной частицы. Исключая из уравнений (16.8) 
и (16.9) число N, устанавливаем в общем виде связь между 
расходом наносов и вероятностью Pi 

( 1 6 Л 0 ) 

Теперь следует условиться о величинах длины Ах и времени 
At. Считая, что процесс движения наносов идет без участия 
вязкости, Эйнштейн принимает 

b x ~ d , l ) g r f ] - , / \ (16.11) 

Перенеся эти соотношения в формулу (16.10) и обозначая 
общий коэффициент пропорциональности кг, получаем 
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Последний шаг в теоретических рассуждениях сводится к фи-
зически обоснованной гипотезе о том, что вероятность P i д о л ж н а 
быть функцией коэффициента устойчивости донных частиц 

| Л = / ( Ф ) . (16.13) 

Отсюда, обозначив безразмерный расход наносов 

• ^ ( т - О И " 7 - * . 

получаем возможность написать вместо (16.12) 

ги 
h 

ё 

Обработав экспериментальные данные Гильберта [183] и 
цравлической лаборатории в Цюрихе [207], Эйнштейн нашел: 
= 2,17, f(tp) =-е-°.®*. 

Окончательно формула расхода наносов имеет вид 

2 , 1 7 (16.15) 
е0,39ф_ г 

П р и больших значениях коэффициента устойчивости 
9 , t l^>l уравнению (16.15) можно придать упрощенную форму 

4 = 2 , \ 7 e - 0 , w ' \ (16.16) 

Графики уравнений (16.15) и (16.16) вместе с опытными 
точками показаны на рис. 81. В области значений > 4 оба 
графика ( / и / / ) практически совпадают, одинаково хорошо 
удовлетворяя опыту, хотя внимательное рассмотрение указы-
вает на небольшую сортировку опытных точек по крупности (на 
это обстоятельство о б р а щ а л и внимание И. В. Егиазаров [45] и 
М. С. Ялин [248]). Что касается области малой устойчивости 
•ф 4 (мелкие донные частицы) , то хотя «точная» формула 
(16.15) дает здесь лучшие результаты, чем асимптотическое вы-
ражение (16.16), но и она сильно преуменьшает расход наносов. 
Значение -ф = 4 отвечает значению коэффициента подвижности 

около 0,5, которое, к а к было отмечено в п. 15, служит при-
мерной границей между движением наносов во влекомом и 
в полувзвешенном : состояниях. Отсюда можно заключить, что 
принятая Эйнштейном экспоненциальная функция P i = f (ф) 
адг'кватна лишь режиму чистого влечения — движению крупных, 
подскакивающих частиц, а в области полувзвешенных частиц 
онг д о л ж н а быть заменена другой. Это подтвердил К. В. Б р а у н 
[159], который обработав опытные данные по мелким частицам, 
пришел к формуле расхода наносов очень простого вида 

(16Л7> 
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Соответствующая функция записывается 

Формулой Брауна можно пользоваться в области значений 
1 < < 10, т. е. во всей области движения наносов в полувзве-
шрнном состоянии, а также в области их интенсивного влечения. 

Во втором методе Эйнштейна [171] центральное место за-
нимает не процесс перемещения частиц, а обмен частицами ме-
жду потоком и дном. Основные положения метода следующие. 

1. Наносы однородные, дно не деформируется. 
2. Отсюда, среднее число Ni частиц, оседающих на дно, и 

среднее число Nn частиц, покидающих дно в единицу времени 
на единице площади, равны: Ni = Nu. 

3. Оба числа являются функциями вероятности Р% того, что 
мгновенная подъемная сила превысит действующую на частицу 
избыточную силу тяжести. Число Ni~ (1 — Рг), число Nii~P2. 

4. Отрезок времени, необходимый в среднем для отрыва ча-
стицы от дна и замещения ее новой («время обмена»), опреде-
ляется вторым из соотношений (16.11). 

5. Средняя величина отношения избыточной силы тяжести 
к подъемной силе выражается равенством o|sa == 5pi|j, в котором 
г|) — коэффициент устойчивости (7.16), р — функция отношения 
высоты выступов шероховатости к толщине вязкого подслоя и 
В — коэффициент. 

6. Отклонения мгновенной подъемной силы от ее среднего 
значения подчиняются закону нормального распределения. 

В результате формула безразмерного расхода наносов по-
лучает вид 

1 1 — Р2 
— 1 ~ Г - - 1 

erf — ( S t * - 1) + erf + 1) 
МО 1 о 

(16.19) 

гд^ e r f x — интеграл ошибок; rio — коэффициент вариации мгно-
венной подъемной силы; = А и В — постоянные. 

Н а основании -опытных данных Эйнштейн нашел: г]0 = 0,5, 
A J= 43,5, В = 0,072. Д л я функции р построен эмпирический 
график. "Для гидравлически шероховатого дна р = 1,25. Фор-
мула (16.19) хорошо. согласуется с экспериментальными дан-
ными по транспорту однородных частиц во всем диапазоне зна-
чений модифицированного коэффициента устойчивости 25 > 
>11)* >• 1. При умеренно неоднородном донном грунте формула 
(1(5.19) сохраняет свою силу, если, по рекомендации Эйнштейна, 
коэффициент вычислять по диаметру йгъ- Если режим сопро-
тивления квадратичный, сохраняется и соотношение = 

1,25я|з. 
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Если неоднородность грунта значительна, расчет расхода на-
носов необходимо вести по фракциям, умножая значения без-
размерного расхода ф на отношение содержания данной фрак-
ции в транспортируемом материале к содержанию той ж е фрак-
ции в донных отложениях. Д л я вычисления величины 
применяются специальные эмпирические графики. 

Первый и особенно второй метод Эйнштейна подняли иссле-
дования расхода влекомых наносов на новую теоретическую 
ступень и относятся к наиболее существенным результатам из 
полученных по транспорту наносов в целом. К сожалению, по-
явление этих методов не ознаменовалось каким-нибудь ради-
кальным улучшением точности расчетов. Интересно, что пере-
считав уравнение Мейер-Петера и Мюллера (16.2) в коорди-
наты Эйнштейна ф, Н. Чен [162] обнаружил, что графики 
двух функций в интервале 20>я|зИс>'1 очень близки друг к другу. 

Формулы расхода наносов, приведенные в этом параграфе, 
применимы к относительно узкому кругу естественных потоков: 
к рекам, транспортирующим крупнозернистые (гравелистые и 
галечные) наносы при отсутствии на дне гряд. По-видимому, 
этими формулами допустимо пользоваться и при слаборазви-
том грядовом рельефе дна, какой нередко встречается в гор-
ных и полугорных реках, однако в таких случаях значения ди-
намической скорости должны находиться путем расчета по фор-
мулам Зегжды или Штриклера, а не по уклону свободной 
поверхности. 

Транспорт русловых наносов в реках и каналах с несвязными 
мелкозернистыми грунтами дна осуществляется преимущест-
венно посредством движения доНных волн — рифелей и гряд. 
Движение донных волн есть элементарный русловой процесс — 
простейший вид русловых деформаций. Как и во всех других 
случаях русловых деформаций, количественное описание явле-
ния строится на условии сохранения наносов. 

Чтобы сформулировать это условие, поступим следующим 
образом. Проведем на поверхности дна zo=zo(x, у) произволь-
ный, замкнутый, кусочно гладкий контур L и построим на нем, 
как на направляющей, цилиндрическую поверхность с образую-
щей, параллельной оси г. Объем, ограниченный этой поверхно-
стью, дном и свободной поверхностью потока, запишется 

17. Донные волны 

17.1. У р а в н е н и е с о х р а н е н и я н а н о с о в 

й 
где Q —площадь , ограниченная контуром L. 
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Составим баланс наносов для объема V. Будем пользоваться 
при этом плановой моделью руслового потока, т. е. будем опе-
рировать средней на вертикали концентрацией наносов 5 и 
вектором элементарного расхода наносов qs: 

4V* qs=hSWs, 

гд!е dVs — объем твердых частиц, содержащихся в элементар-
ном цилиндре dV — hdQ-, W s — вектор средней по вертикали 
скорости твердых частиц. Каким способом движутся наносы 
в объеме V, очевидно, значения не имеет. 

Слагаемыми баланса наносов будут: 
поток наносов через боковую цилиндрическую поверхность 

f (q, • n ) d L = j div 
i в 

приход или расход наносов за счет деформаций дна 

2 Й 

интенсивность изменения объема наносов внутри объема V 
д Г Г dhS 
dt s s 

Собирая члены баланса вместе и используя произвольность 
ощади £2, получаем 

d i v q , + ( l - s ) ^ + ^ = 0 , ( 1 7 . 1 ) 

ил и в декартовых координатах 

dqsx I d4sy . п ч dza . dhS (\7 
~дх г--^ rU" е>~дГ~1 — 

В простейшем случае осредненного движения наносов в пло-
скости (х , г) и малой концентрации S условие сохранения при-
нимает вид 

Написанные уравнения обычно называют уравнениями . де-
формации. Нетрудно написать уравнение деформации и в нату-
ра, чьных координатах, однако такая запись оправдана лишь 
при условии, что векторы средних на вертикали скоростей воды 

Твердых частиц коллинеарны. 
Уравнение деформации, применимое к осевой (одномерной) 

мо|дели руслового потока, можно получить, составив баланс на-
носов для объема, ограниченного двумя произвольными 
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поперечными сечениями потока, дном и свободной поверхностью. 
Ширина выделенного отсека потока может меняться как вслед-
ствие колебания уровней, так и в результате деформаций бере-
гов. Учтя оба эти обстоятельства, придем к следующему урав-
нению: 

dQs I ,л \(п дг' ды , Л , даS т л\ 

Здесь Qs — полный твердый расход потока; ду—интенсив-
ность поступления грунта с надводных береговых откосов, S — 
средняя концентрация наносов в живом сечении, остальные обо-
значения известны. Грунт, обрушающийся с надводных откосов, 
уменьшает сечение потока. У развитых излучин он нередко ком-
пенсирует размыв подводной части берегового склона. Если вы-
сота уровня не меняется, берега не деформируются и концен-
трация наносов мала, получаем вместо (1-7.4) простое урав-
нение 

(17.5) 

Математически, оно лишь знаком и постоянным множителем 
перед вторым членом отличается от уравнения сохранения жид-
кости при неустановившемся движении ее в открытом русле. 

17.2. Образование донных волн 

Образование волн на поверхности подвижного Дна родст-
венно кругу явлений гидродинамической неустойчивости, извест-
ному под названием «неустойчивости Гельмгольца» [12]. Од-
нако тот факт, что взаимодействующими средами являются не 
две жидкости, а жидкость и сыпучее тело, придает процессу 
особые черты: образующиеся волны с самого начала получают 
асимметричный продольный профиль, перемещение их вниз по 
потоку совершается за счет движения лишь поверхностного слоя 
твердых частиц и вследствие этого, всегда очень медленно, жид-
кие вихри локализуются за тыловыми скатами волн и стано-
вятся статистически стационарными. 

В соответствии с определением А. М. Ляпунова, мы счи-
таем движение устойчивым, если после наложения на него ма-
лых возмущений оно остается мало отличающимся от исходного. 
Если с течением времени возмущенное движение будет отхо-
дить от исходного как бы малы ни были начальные возмуще-
ния, движение неустойчиво. В гидродинамике основным средст-
вом исследования движений на устойчивость служит метод, 
малых колебаний. По этому методу начальные возмущения за-
даются в форме периодических функций координат простран-
ства и времени. Каждый из элементов уи у% • •.; у и, • • У п воз-
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мущенного движения (компонента скорости, высота свободной 
поверхности, высота дна и т. д.) представляется в виде суммы 
значений у м этого элемента в исходном невозмущенном движе-
нии и наложенного возмущения: 

УА = Уао+УА, Ук<£Ут- (17:6) 

от 
ли 

сч 

ни 

Уравнения возмущенного движения линеаризуются — в них 
эрасыва'ются все члены, содержащие произведения малых ве-
чин y'k,*, а значит и все члены с величинами в степени 

выше первой. Чтобы облегчить расчеты, величины возмущений 
ятают комплексными. 
Большинство решенных задач относится к плоским движе-

ям жидкости. Величина возмущения записывается при этом 
в ^иде 

y' = a[c6sk'{x — ct)-\-ismk(x — ct)\, (17.7) 

ил 

пр 
ко 

и, что более удобно, 
у' = а е х р \ik(x -с / ) ] . (17.8) 

В этих формулах а = a r + i a i — комплексная амплитуда, по 
дположению, малая , k=2ztj% — волновое число, с = cr+ici — 

мплексная скорость распространения волн. Физическое зна-
чение имеют, конечно, только вещественные части амплитуды 
а и скорости с. Раскрыв в формуле (17.8) обозначение скоро-
сти с, получим 

y / = a e x p { £ [ * ( , v - c , i ) + ^ ] } . (17.9) 

И з уравнения (17.9) следует, что вопрос об устойчивости ис-
ходного невозмущенного движения решается знаком мнимой ча-
сти комплексной волновой скорости. Если > 0, возмущение 
будет с течением времени экспоненциально нарастать ^ -исход-
ное движение окажется неустойчивым. Если с* •< 0, возмущение 
будет экспоненциально затухать — исходное невозмущенное дви-
жение устойчиво. При Ci == 0 будем иметь нейтральные волны — 
не нарастающие и не затухающие. 

Знак величины с, определяется в результате подстановки 
выражения 

У=Уо+У'=Уо+а exp \ik {х — ct)} 

в линеаризованное уравнение возмущенного движения. Важную 
роль при этом играет инвариантность показательной функции 
по отношению к операции дифференцирования. В силу этого 
свойства величина exp [ik(x — ct)) оказывается общим множи-
телем всех членов линеаризованного уравнения и сокращается. 
Остающееся уравнение — дифференциальное или алгебраическое 
дает возможность определить с, а значит и Cj. В большинстве 
случаев оказывается, что неустойчивость развивается лишь 
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в определенном интервале длин волн X, а вне этого интервала 
движение устойчиво. 

Первая работа, в которой метод малых колебаний был при-
менен к задаче о начальной устойчивости подвижного дна, при-
надлежит Д. Картрайту [161], исследовавшему формирование 
гряд на морском дне под действием ливных течений. Начиная 
с 1963 г., появился ряд работ, в которых методом малых коле-
баний было исследовано образование волн на дне русловых по-
токов. Основное значение в этом ряду имели работы Д ж . Ф. Кен-
неди [195, 196], А. Рейнольдса [221] и Ф. Энгелунда [177]. Под-
робный обзор работ по начальной устойчивости дна русловых 

Рис. 82. Синусоидальные возмущения дна и свобод-
ной поверхности. 

a — г р я д ы , б — а н т и д ю н ы . 

потоков, опубликованных до 1974 г., содержится в книге ав-
тора [33]. Здесь мы изложим лишь главные полученные резуль-
таты. 

Следуя Кеннеди, рассмотрим плоский, потенциальный поток 
идеальной жидкости в открытом русле. Продольную ось х рас-
положим в плоскости невозмущенной свободной поверхности, 
ось у направим от этой плоскости вверх (рис. 82). Начальным 
состоянием потока является равномерное движение с глубиной 
ho, скоростью Uo и числом Фруда Fro = U\ Igho. 

Наложим на поверхность дна. малое периодическое возмуще-
ние 

-ц{х, t)=a(t)smk(x — ct), a С hQ. (17.10) 

При этом на свободной поверхности возникнет периодиче-
ское возмущение g(jc, t) с амплитудой Л ^ а . Скорость течения 
вдоль оси х изменится на малую величину и и, кроме того, по-
явится ненулевая вертикальная компонента скорости v. Введя 
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потенциал скорости возмущенного движения ср, можем предста-
вить компоненты скорости в виде 

« . _ £ . ( 1 7 . 1 1 ) 

Поставив требования, чтобы потенциал ср удовлетворял дву-
мерному уравнению Лапласа (т. е. условию неразрывности), 
кинематическим граничным условиям на дне и свободной по-
верхности, а на последней также условию постоянства давления 
и воспользовавшись некоторыми результатами теории волн ма-
лой амплитуды, можно прийти к следующему выражению: 

у=ийх+А (t) U0 ( + sh Ay) cos к ( х - ct). (17.12) 

Из уравнения (17.12) и выражения для функции тока воз-
мущенного движения, которое мы опускаем, следует формула 
связи между амплитудами донных и поверхностных волн 

a{t)=A{t)(\--^-)chkh0. (17.13) 

Если Fr0 > th kho/kho, донные и поверхностные волны нахо-
дятся в фазе, если Fro <С th kholkho, две системы волн находятся 
в противофазе (рис. 82). Донные волны, отвечающие первому 
случаю, Кеннеди назвал антидюнами, отвечающие второму слу-
чаю —! грядами. 

Поставим теперь вопрос, имеющий кардинальное значение 
для всего анализа устойчивости: каким образом может расти 
во времени амплитуда донных (а значит и поверхностных) волн? 
К постановке этого вопроса нас обязывает уравнение деформа-
ции (17.3) и известный факт прямой и тесной связи расхода 
наносов со скоростью течения. Если расход наносов следует 
за скоростью, а скорость меняется обратно изменению глубин, 
то на гребнях и во впадинах донных волн производная dqs/dx 
будет равна нулю и значит высота гребней и впадин не будет 
меняться. Впервые это обнаружил Ф. Экснер [179]. Введя 
в уравнение деформации линейную зависимость расхода нано-
сов от средней скорости, он получил, что синусоидальное возвы-
шение дна с течением времени смещается вниз по потоку, сме-
щаясь перекашивается, но сохраняет начальную амплитуду. 
Чтобы иметь донные волны, изменяющие свою высоту во вре-
мени, необходимо предположить, что расход наносов, изменяясь 
вдоль волнообразной линии дна, отстает от изменения средней 
скорости 

q s { x ) = q s { U Q + u ) x _ b x . (17.14) 

Гидродинамические соображения и некоторые эксперимен-
тальные данные позволяют заключить, что сдвиг фазы бх 
обусловлен перераспределением скоростей на вертикали при 
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неравномерном движении воды по волнообразному дну. При 
некоторых профилях волн (в частности, при синусоидальном) 
максимум донной скорости и с ним максимум расхода влеко-
мых наносов располагаются на расстоянии 8х вверх по потоку 
от максимума средней скорости (гребня волны). В начальной 
стадии образования волн допустимо считать, что их профили 
подобны и, значит, сдвиг б х есть линейная функция длины 
волны 

Ьх = а \ = а - ^ ~ . . . (17.15) 

В соответствии с общим соотношением (17.14) Кеннеди при-
дал формуле расхода наносов следующий вид: 

q3(x,t) = (\-'*)n\U0-Uc+u{x-bx, - h , t ) \ m , (17.16) 
где Uс—неразмывающая скорость; п и т — постоянные. Разло-
жив правую часть (17.16) в биномиальный ряд, нетрудно полу-
чить линеаризованную формулу расхода наносов со скоростью 
и в первой степени. Подставляя линеаризованное выражение qs 
в уравнение дефЬрмации и используя уравнения (17.10), (17.12) 
и (17.13), получаем формулу для фазовой скорости и далее вы-
ражение для амплитуды.донных волн a(t), имеющее экспонен-
циальный вид. Положительные значения экспонента отвечают 
росту волн (неустойчивости дна) , отрицательные —затуханию 
волн (устойчивости дна ) . С учетом поправки, внесенной в по-
строения Кеннеди Рейнольдсом, условия развития донных волн 
получают следующий вид: 

для антидюн 
th kh0 ^ , cth М0 

I < . — 

th kha 

для гряд 

M0 (17.17) 

F r « < T ' < 1 7 Л 8 > 

3 
причем в первом случае 0 < ^ б х < я , во втором — я < & 8 х ' < 

< 2я. Равенство 
th kh0 = Fr0kh0 (17.19) 

определяет на плоскости переменных kho, Fro границу между 
областями существования гряд и антидюн. 

Чтобы определить длину реально формирующихся волн и 
довести, тем самым, решение до конца, надо выделить из мно-
жества нарастающих возмущений возмущения с наибольшей 
начальной скоростью роста. Это легко сделать продифференци-
ровав функцию a (t) и приравняв результат нулю при t — 0. 
При учете равенства (17.15) решение имеет вид 

F r 0 = h h . h h , . (17.20) 
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Формула (17.20) определяет длину волн доминирующих воз-
мещений. Как видно из формулы (17.20), при данной глубине 
и скорости потока эта длина имеет единственное значение. Тем 
самым решенной оказывается проблема,- долгое время приво-
дившая в замешательство исследователей русловых потоков: ка-
ким образом непрерывный, широкий спектр турбулентных пуль-
садий приводит к образованию квазипериодических донных 
волн? Ответ, который мы теперь имеем, говорит, что в силу спе-

1 

A J 
о 4 
• 5 

t А 

4 а /АА A^TT-f 4- А. ж 
А i А 4 А 

- L I '——— J n Ь„ 

0,5 1,0 Ь5 2,0-° 

• Рис. 83. 
I — г р а ф и к у р а в н е н и я (17.20); 2 — г р а н и ц а м е ж д у о б л а с т я м и г р я д и а н т и д ю н по 

(17.19); т о ч к и о п ы т о в : 3 — р и ф е л и , 4 — г р я д ы , 5 — а н т и д ю н ы . 

цифических свойств системы поток—русло эта система по-раз-
ному реагирует на возмущения с разной длиной волн — э т а 
система обладает избирательной способностью. 

Н а рис. 83 кривая, построенная по формуле Кеннеди (17.20) 
в осях ho/X, У Fro, сопоставлена с опытными данными Г. Гая, 
Д . Саймонса и Э. Ричардсона [186]. Известно, что переход от 
начальных возмущений дна к донным волнам конечной ампли-
туды сопровождается изменением длин волн. По мере своего 
развития волны, обтекаемые с отрывом потока — гряды и ри-
фели, увеличивают свою длину, безотрывно обтекаемые анти-
дюны уменьшают. Так как в опытах фиксировались размеры 
развитых донных волн, то кривая, дающая длины волн с наи-
большей начальной скоростью роста, должна служить для 

221. 



опытных точек огибающей. На рис. 83 видно, что это так и 
есть. Точки, относящиеся к грядам и рифелям, в подавляю-
щем большинстве располагаются влево от теоретической 
кривой, точки, относящиеся к антидюнам, все лежат вправо от 
кривой. 

Ф. Энгелунд выполнил анализ устойчивости подвижного дна 
с помощью модели плоского турбулентного потока при квадра-
тичном режиме сопротивления, дополнительно предполагая, что 
наносы движутся как-во влекомом, так и во взвешенном состоя-
нии. Уравнение, полученное Энгелундом для комплексной ско-
рости распространения возмущений допускает только численное 
решение и результаты расчетов для нескольких характерных 
случаев представлены им в виде графиков. Эти графики пока-
зывают, что учет сил трения не отменяет результаты, получен-
ные с помощью модели потенциального движения, но позволяет 
детализировать условия устойчивости. В частности, длина Волн 
доминирующих возмущений оказывается зависящей не только 
от глубины и скорости потока, но также от сопротивления дна 
и подвижности донных частиц. Один из принципиальных ре-
зультатов Энгелунда, хорошо согласующийся с опытом, состоит 
в том, что если все наносы движутся во взвешенном состоянии, 
единственным возможным видом донных волн являются анти-
дюны. Построенное Энгелундом для этого случая семейство 
кривых нейтральной устойчивости с параметром v^Jwq имеет 
своими огибающими границы области развития антидюн, уста-
новленные Кеннеди и Рейнольдсом (см. неравенство (17.17)). 

В сложной картине образования на песчаном дне периоди-
ческих структур остается объяснить, вследствие чего структуры, 
возникающие в условиях спокойного течения — рифели и гряды, 
с самого начала приобретают характерный асимметричный про-
филь с пологим напорным и крутым тыловым скатом. Вопрос 
этот лежит за границами возможностей метода малых коле-
баний. Читатель, вероятно, заметил, что в схеме Кеннеди сину-
соидальная донная линия тока оконтуривает тело гряды вместе 
с вихревой зоной на тыловом скате (рис. 82 а). 

Чтобы ответить на поставленный вопрос, необходимо обра-
титься к конкретным агентам возмущений дна, какими в спо-
койном русловом потоке могут быть только турбулентные вихри. 
Так как ищется в основном качественное решение задачи, за-
меним реальный турбулентный поток простой моделью пло-
ского потенциального течения с цепочкой вихревых точек, дви-
жущихся вдоль поверхности дна. В начальный момент времени 
t — 0 дно будем считать плоским. Ось х направим по потоку, 
ось у — от дна вверх. Расстояние вихрей от дна обозначим 6/2 , 
расстояние вихрей друг от друга (шаг цепочки) — К. Положив, 
что расстояние 6 / 2 мало по сравнению с глубиной потока, мо-
жем свести картину течения к сумме двух движений жидкости: 
однородного течения со скоростью Uо и течения, возбуждаемого 
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вихревой цепочкой вблизи дна бесконечно глубокого водоема. 
Комплексный потенциал суммы течений имеет вид [80, с. 209] 

= In 
sin - у - ( г — z2) 

sin — ( z — z i ) 
(17.21) 

где zi и 22 — комплексные координаты реального и отраженного 
вихрей 1 и 2, принимаемых за основные; Г — модуль интенсив-
ности вихрей (рис. 84). 

В системе координат, перемещающейся вместе с вихрями: 
= х — cvt, у'— у (где cv = Uo — с — скорость вихрей отно-

сительно дна и с — их скорость в жидкости, покоящейся на бес-

С -5=1 ̂  -г 0 0 

с т а 
// 

У 
/////////////////////// 

- 7 ' О 

/ / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / 

> G 
X 

Рис. 84. 

конечности), будем иметь комплексный аргумент z' = х' + iy'. 
Ди фференцируя потенциал F(z') по г ' , выделяя в выражении 
комплексной скорости вещественную часть, приравнивая в ней 
у == 0 и возвращаясь к системе координат, связанной с руслом, 
получаем следующую формулу скорости на линии дна: 

и( 

sh 
и{х, О, t)=U0-

яВ 

ch c o s - г - ( х — cvt) 
(17.22) 

Д л я определения деформации дна под действием скорости 
0, £) воспользуемся уравнением (17.3). Так как в началь-

ной стадии деформации превышение донной скорости над ее 
критическим значением ис невелико, примем для расхода на-
носов линейную зависимость 

где 

qs=m(\—e)d(u—uc), (17.23) 

m — коэффициент. Имея дело с начальной деформацией 
будем пренебрегать, кроме того, обратным влиянием формы 
днг. на поле скоростей. Это дает нам право подставить в (17.23) 
выражение (17.22) без изменения и перенести результат 
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в уравнение деформации (17.3). Обозначив высоту поверхности 
дна г/о, получим уравнение деформации в следующем виде: 

t, я 8 • 2 т е / . » sh sin -т- (л:— cvt) , md 2яГ Х- X J " ' дуй 

1 — е. А2 — c o s (х— <V)] dt = 0. (17.24) 

Интегрирование уравнения (17.24) по t при начальном ус-
ловии плоского дна уо{х, 0) == 0 дает уравнение мгновенного 
профиля дна для малых значений t 

J — g лс.0 уо 
т. Г d 

= s h 
1 1 

. л8 2%х 
ch cos —г— 

А Л 
ch- • cos - у - (х — cvt) 

. (17.25) 

Безразмерные профили дна, построенные по уравнению 
(17.25) для трех последовательных моментов времени при 
6 А = 0,4, представлены на рис. 85. Перед нами характерные 
асимметричные контуры песчаных гряд. В действительности это 

1-s \cv уо 
п Г а 
1г-
0-

-1-

CJ>1 
к 

ШШШШШШШШШШШШШШШШШШШШШШК' 

-0,05 

0 0,5 1,0+ 
Л 

Рис. 85. Образование гряд под действием цепочки вихрей. 

«зародыши» гряд, несущие, однако, в себе их будущую форму. 
Анализ уравнения (17.25) показывает, что эта характерная 
форма возникает в определенном диапазоне значений отноше-
ния 6 /X — приблизительно от 0,3 до 0,6. При малых значениях 
6 Д гряды, сохраняя асимметричный профиль, разобщаются, 
между ними появляются участки почти горизонтального дна. 
При 6 / V > 0,6 гряды симметризуются. 

Приведенное гидромеханическое исследование позволяет 
сделать следующее заключение. Асимметричная форма, которую 
рифели и гряды приобретают при своём образовании, есть след-
ствие особого распределения скоростей в окрестности вихря, 
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движущегося вблизи твердой поверхности. Формирование пра-
вильной последовательности донных волн требует, чтобы рас-
сто 
ДОЕ 
опь 
к г 

яние между смежными вихрями изменялось в определенных, 
ольно узких пределах. Это косвенно подтверждается тем 
1тным фактом, что отношение длин зарождающихся волн 
лубине потока представляет собой слабо колеблющуюся ве-

личину. Это качественно согласуется и с концепцией домини-
рующих возмущений в теории Кеннеди. 

Асимметричная форма начальных возмущений дна приводит 
к (Образованию локализованных вихрей за тыловыми скатами 
bojih. Возникнув, локализованные вихри способствуют дальней-
шему росту волн, а рост волн ведет к усилению интенсивности 
вихрей. Предел этому развитию кладется конечной глубиной 
потока 

Процесс формирования рифелей и гряд экспериментально 
исйледовался Н. А. Михайловой [93], X. Лю [203], А. Д ж . Род-
киви [219], Ф. Райхленом и Д ж . Кеннеди [218], М. С. Ялиным 
[249], С. Джейном [194]. Н. А. Михайлова, наряду с промерами 
и Еизуальными наблюдениями, пользовалась замедленной кино-
съемкой. По данным экспериментов, начальные длины волн со-
ставляют от половины глубины до полутора-—двух глубин. 
В ходе дальнейшего развития, прежде чем стать статистически 
стабильными волны увеличивают свою длину в два-три раза. 
Значительный интерес представляют построенные Михайловой 
[94] кривые плотности распределения длин волн на разных эта-
пах развития. Кривые показывают, что наиболее правильную 
периодичность волны имеют при своем образовании. В дальней-
шем это было подтверждено и другими исследователями. 

Образование донных волн в натуре можно наблюдать либо 
в йериод их восстановления после смыва, происшедшего на 
пике паводка, либо в дноуглубительной прорези, где в резуль-
тате работы снаряда ранее существовавший волнообразный 
ре 
но 
МО 
пр 
ка 
бо 
со 
со 
об 
по 
р-

В 1 
на. 
дл: 

аьеф дна бывает уничтожен. Более удобная вторая возмож-
;ть была реализована Б. Ф. Снищенко [124]. Выполнив с по-
щью эхолота несколько серий продольных промеров в семи 
эрезях на четырех больших судоходных реках, он получил 
этину, качественно сходную с той, которая наблюдается в ла-
эаториях: развиваясь, волны увеличивают свою длину и вы-
гу, процесс сначала идет быстро, а затем затухает. Различие 
;тоит в том, что результатом развития в лабораторном лотке 
ычно являются рифели, а в реке гряды. На рис. 86 показано 
степенное формирование грядового рельефа дна в прорези на 
Дон. Введя безразмерную потерю судоходной глубины 

1 Роли вихрей в формировании донных волн уделено значительное место 
:онографии Б. А. Шуляка [150]. К. сожалению, в эту интересную и ориги-
ъную работу вошли неправильные представления о нулевой начальной 
ше волн и сохранении ими в процессе роста постоянной крутизны. 
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gy/vl безразмерную высоту гряд ghr/v\ и безразмерное время 
v*t/h, Сннщенко на основании своих измерений получил уни-
версальный график, представленный на рис. 87. Динамическая 

а) 

б) 

в) 

м 
1,0 £ 

25 50 м 
Масштаб 

Рис. 86. Развитие гряд в дноуглубительной прорези на р. Дон (по Сни-
щенко). 

а — 12/IX 1961 г. , б — 26/IX 1961 г. , в — S/XI 1961 г. 

1600г-

800 

Рис. 87. График роста гряд в дноуглубительных про-
резях (по Снищенко). 

1 — п о л н а я п о т е р я г л у б и н ы , 2 — в ы с о т а г р я д ; т о ч к и н а т у р -
н ы х и з м е р е н и й : 3 — р. В о л г а , прк . п р и в е р х С а р а л е в с к о г о о -ва , 
4 — р. В о л г а , п р к . С. С о л о д н и к о в с к и й , 5 — р. Д о н , п р к . Со-
л е н ы й Я р , 6 — р. Д о н , п р к . К а г а л ь н и ц к н й , 7 — р . Б . С. Д в и н а , 
прк . Х а в р о г о р с к и й , 8 — р. В ы ч е г д а , п рк . Н . М у н т а с с к и й , 

9 — р. В ы ч е г д а , п р к . С у х о д о л ь с к и й . 

скорость определялась по фактическому уклону свободной по-
верхности и отражает,, таким образом, полное сопротивленце 
дна. Уровни во время измерений колебались мало и глубина 
в прорези, использованная при вычислении изменялась пре-
имущественно за счет изменения высоты дна. 
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17.3. Квазиустановившееся движение гряд и рифелей 

ма 

Под квазиустановившимся движением гряд и рифелей пони-
мается движение, при котором все статистические характери-
стики донного рельефа, в частности, средняя высота и средняя 
длина гряд или рифелей не зависят от времени. В более точной 
формулировке, это движение, образующее стационарный слу-
чайный процесс с эргодическим свойством. Оно, очевидно, воз-
можно лишь в том случае, если движение воды за вычетом 
флуктуаций, вызванных донными волнами, является установив-
шимся и равномерным. 

В прямолинейных потоках с большим отношением ширины 
к 1|лубине движение гряд допустимо считать плоским. Высота 
дна zo будет при этом функцией двух переменных: х и t. Взяв 
на мгновенной линии дна произвольную точку, напишем полный 
дифференциал ее высоты 

d z a = ^ d x + ^ d t . (17.26) 

Если высоту 2о фиксировать и следить далее за перемеще-
нием точки с этой высотой вдоль потока, будем иметь dzo = О, 
или 

Исключив производную dzo/dt с помощью уравнения дефор-
dx ции (17.3) и обозначив скорость точки —jj-=c Z o , получим 

За достаточно малый, конечный интервал времени At изме-
нениями формы гряд можно пренебрегать. Это значит, что 
с г„ := c r = const и уравнение (17.28) имеет следующий общий 
интеграл: 

qs = V - * ) C r Z o + F ( t ) . (17.29) 

Расход наносов, движущихся в форме гряд, обращается 
в йуль в наинизшей точке дна. Расположив начало оси z в го-
ризонтальной плоскости, проходящей через эту точку, найдем, 
что произвольная функция F(t) равна нулю и, следовательно, 

= (17.30) 

если гряды перемещаются не деформируясь, расход наносов 
меняется по их длине, как высоты их профиля. 
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Средний расход наносов, переносимых отдельной грядой, 
получим, интегрируя уравнение (17.30) по длине гряды 

V 
qSr= ( 1 ~ £ ) < v f z0 (X) dx = (1 - е ) 1 - 8 ) всА, (17.31) 

г 0 г 

гДе сог — площадь продольного сечения; /г — длина; hr — высота 
гряды; OB=(dr/hrlr — коэффициент полноты профиля гряды 
(рис. 88). Значения коэффициента а лежат в пределах 0,50— 
0,75. 

Формула (17.31) служит основой известного способа опре-
деления расхода влекомых наносов по элементам движения 
гряд. Применяя этот способ, необходимо производить промеры 
эхолотом по продольным галсам, на длине которых разме-

Z 

Тхг 

•с. 
. 

— — 

Рис. 88. 

щается не менее 20—30 гряд. Средний расход наносов на длине 
галса находится путем осреднения расходов отдельных гряд 

<7s= n
l (Язг4п+Чзп1л-\- • • • ~\~4srnfrn)- (17.32) 

2 in 
i 

Если гребни гряд расположены нормально к потоку и на-
носы на гребнях не взвешиваются, то этот способ определения 
расхода влекомых наносов дает более надежные результаты, 
чем измерения с помощью донных батометров. 

В различных лабораториях мира было произведено много 
опытов с целью установить связи между главными характери-
стиками плоских гряд — их средней высотой, средней длиной, 
средней скоростью, с одной стороны, и параметрами потока и 
наносов, с другой. Эксперименты, 'а также натурные наблюде-
ния показывают, что высота и длина гряд связаны прямой за-
висимостью с глубиной потока. В области значений относитель-
ной зернистой шероховатости дна d s o I R ^ Ю - 3 связь между раз-
мерами гряд и крупностью донных частиц не прослеживается. 
При переходе шероховатости за указанный условный предел 
гряды становятся короче и круче. Скорость движения гряд бы-
стро растет со скоростью течения. 
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Ниже приводятся эмпирические формулы высоты, длины и 
зости плоских гряд, полученные В. С. Кнорозом [70] на ос-
ании опытов с песком и мелким гравием (d > 0,5 мм) : 

p - = 3 , 5 ( l - - ^ ) 2 / 3 ( l g 4 + 6 ) - \ (17.33) 

^ 2 , 8 (17.34) 

" - Q , 4 2 5 ( 1 7 . 3 5 ) 
Vgd ' \ VgR 

Ьормулы действительны до значений скорости течения U = 
= 2,b~2,7Uc, при которых начинается смыв гряд. Применяя 
ФРГ мулы (17.33) и (17.34) к широкому потоку, у которого гид-
равлический радиус не отличается от средней глубины, най-
дем, что при обычных для рек значениях отношения / 7 / t / c « 1,2-4-
4-2,0 высота гряд составляет (0,14-0,25)h, а длина (64-17 )h . 
ЭТЕ оценки хорошо согласуются с размерами гряд, формирую-
щихся в равнинных реках при стабильных уровнях воды. Коле-
бания уровней вызывают переформирования гряд и поскольку 
переформирования идут обычно Медленнее, чем колеблются 
уровни, то связи между размерами гряд и параметрами потока 
оказываются в реках неоднозначными (см. п. 17.4). 

Б. Ф. Снищенко и 3. Д . Копалиани [130], использовав об-
ширные натурные и лабораторные данные, получили недавно 
более универсальную и содержательную, чем (17.35), зависи-
мость для скорости движения гряд 

_£г 
U 
c f = 0 , 0 1 9 F r M 5 . (17.36) 

Согласно формуле (17.36), скорость гряд пропорциональна 
зости потока в степени примерно 4 и не зависит от крупно-
перемещаемого материала. Последнее обстоятельство тем 

ее интересно, что данные, использованные при получении 
формулы (17.36), включают гряды в Торных потоках с числами 
Fr > 1 и галечным составом ДонНых частиц. Отношение c r / t / 

аких потоках достигает порядка 10~2. В равнинных реках 
яслами Fr = 0,014-0,10 это отношение Имеет порядок Ю - 5— 

1р -4 . Н а основании ограниченного круга лабораторных опы-
формула, отличающаяся • от (17.36) лишь значениями чис-

ных констант, была предложена ранее Д. КоНДепом и 
арде [197]. 

К а к уже отмечалось, движение гряд в равномерном потоке 
представляет стационарный случайный Процесс. Эксперимен-
тальные оценки параметров этого процесса свидетельствуют 

ско 
сти 
бол 

в т 
с ч 

тов 
лен: 
Р. 

229. 



о довольно высокой изменчивости элементов движения. Так, 
в опытах Кнороза коэффициент вариации высот гряд составил 
0,36, длин гряд 0,32 и скоростей 0,54. 

К. Ф. Нордин и Д ж . X. Алджерт [213], обработав снятые 
эхолотом продольные профили zo(x) грядового дна в лаборатор-
ных лотках и небольшом канале, построили двухточечные кор-
реляционные функции и функции спектральной плотности вы-
сот дна. Корреляционная связь между высотами дна в точках, 
разделенных расстоянием £ = х — хо, оказалась достаточно тес-
ной, пока £ не превосходит приблизительно — 1Т. На расстоя-
ниях, превосходящих длину гряды, корреляция практически от-
сутствует. Такой ж е результат был получен ранее Михайло-
вой [94]. 

Взяв в качестве репрезентативной высоты гряд среднее зна-
чение высот одной трети наиболее высоких гряд, Нордин и Алд-
жерт получили соотношение 

где <x2
z — стандарт отклонений высот дна от его средней пло-

скости. Репрезентативная высота гряд (h r) l h оказалась связан-
ной линейной зависимостью с удельным расходом воды. 

М. Хино [187] высказал гипотезу, что высоты гряд, принад-
лежащие к мелкомасштабной области спектра, не должны за-
висеть от глубины и средней скорости потока. Это значит, что 
в спектре высот гряд должен существовать инерционный интер-
вал, подобный инерционному интервалу в спектре турбулент-
ных пульсаций. Используя соображения размерности, Хино по-
лучил следующее выражение для спектральной плотности вы-
сот гряд в инерционном интервале: 

где k — волновое число, а — угол внутреннего трения грунта. 
Практически / ( а ) = const. Ha основании экспериментальных 
данных эта постоянная определена равной 2,8- Ю -4 . «Закон ми-
нус трех», так ж е как «закон пяти третей» в спектре турбулент-
ности, простирает свое действие на смежный участок области 
малых волновых чисел. По данным Хино, нижняя граница при-
менимости формулы (17.38) определяется волновым числом 
&«0,95/г - 1 , т. е. длиной гряд lr~7h. 

С. Д ж е й н и Д ж . Кеннеди [194], использовав модель потен-
циального течения идеальной жидкости и введя, так ж е как 
в работе Кеннеди [195], сдвиг 8х между изменением расхода 
наносов и изменением скорости течения, получили теоретиче-
ское выражение спектра высот донных волн ср(&, t), которое 

(17.37) 

? ( * ) = / ( « ) (2 (17.38) 
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даег для квазистационарных волн соотношение (17.38), если 
волновые числа k достаточно велики. Это соотношение хорошо 
подтвердили и опыты Джейна . Таким образом, «закон минус 
трех» можно считать установленным. 

Развившийся под действием течения грядовый рельеф дна 
оказывает сильное обратное влияние на кинематику потока. 
По длине напорного ската гряды-—от конца водоворотной зоны 
до гребня — средняя скорость растет и параллельно с этим ме-
няет свой вид профиль осредненных скоростей. Из крайне не-
равномерного в конце водоворота он превращается в весьма 
выравненный на гребне гряды. Такая трансформация означает, 
что донная скорость растет на напорном скате быстрее сред-
ней. Ее максимум или совпадает с максимумом средней скоро-
сти, т. е. приходится на гребень гряды, или наступает несколько 
раньше. В последнем случае гряда растет вверх. Б. Ф. Снищенко 
и л,р. [129], измерив скорости над песчаной грядой в русле 
р. Полометь, нашли, что в то время, как средняя скорость уве-

ивалась по длине напорного ската в 1,14 раза, скорость на 
оте 0,1/г над дном возрастала в 2 раза . Высота гряды была 
на 0,27h. Касательное напряжение на дне пропорционально 
драту донной скорости. В опытах А. Родкиви [219] с искус-

ственными жесткими грядами высотой 0,1 h касательное напря-
жение на гребне гряды было больше среднего на напорном 
скате в 1,75 раза . 

Однако наиболее сильное возмущение потока происходит 
на участке тылового ската и подвалья гряды, где течение отры-
вается от дна. Здесь сосредоточены главные потери энергии и 
резко повышается уровень турбулентности. Как во всех случаях 
отрывных течений, максимальная интенсивность турбулентности 
наблюдается в области смешения, т. е. в окрестности линии ну-
левых осредненных скоростей. Зарождающиеся здесь вихри во-
влекаются в поток и способствуют общему повышению его тур-
булентности. Высокий уровень турбулентности наблюдается и 
у дна на участке безотрывного движения за водоворотом. 
По опытам В. С. Кнороза [71] с искусственными жесткими гря-
дами высотой 0,25h, продольные пульсации на этом участке 
в два раза интенсивнее пульсаций на ровном дне, при той ж е 
средней скорости. Являясь разновидностями плохо обтекаемых 
тел, гряды и рифели разделяют в гидродинамике общую судьбу 
таких тел; законы их обтекания потоком в малой степени до-
ступны теоретическому анализу. К сожалению, объем экспе-
риментов пока мал и не дает материала для эмпирических 
обо 

лич 
сни 
тел 

бщений. 
Повышенная турбулентность потоков с грядовым дном уве-
ивает их способность к взвешиванию наносов и несколько 
жает значения неразмывающей скорости. Оба эти обстоя-
ьства интенсифицируют транспорт наносов. 

231. 



17.4. Гряды в нестационарном потоке 

В течение паводка донный рельеф проходит через цикл 
сложных переформирований. Продольные промеры, выполняе-
мые во время подъема уровней, сначала регистрируют быстрое 
увеличение высот и длин гряд. Однако при приближении к пику 

г'см 

Рис. 89. Изменение параметров потока и 
размеров гряд во время паводка на р. По-

лометь (по Сншценко). 

паводка, если он достаточно высокий, рост гряд в высоту пре-
кращается и сменяется обратным процессом — понижением их 
гребней, заканчивающимся иногда полным смывом гряд. Увели-
чение длин гряд регистрируется до тех пор, пока гряды суще-
ствуют. Одновременные снижение высоты и увеличение длин 
гряд находят свое выражение в резком падении значений их 
крутизны во время стояния высоких уровней. Увеличение длины 
гряд, по-видимому, происходит в результате наползания на на-
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pas 
порные скаты крупных гряд быстрее движущихся гряд меньших 

меров. Этот процесс сам по себе обеспечивает увеличение 
средней высоты гряд, но на подъеме паводка в высоту растут 
также отдельные гряды, до тех пор пока взвешивание частиц 
на их гребнях не станет массовым. При наблюдении через стек-
лянную стенку лотка хорошо видно, как перед началом сра-
ботки гребни гряд начинают «дымить» — косо вверх протяги-
ваются от них колеблющиеся шлейфы мути. 

На спаде паводка грядовый рельеф быстро восстанавли-
вается. Благодаря большим глубинам в это время формируются 
длинные и высокие гряды. Их Дальнейшая судьба зависит от 
интенсивности спада. Чаще всего падение уровней и уменьшение 
скоростей затрудняют перестройку гряд и в середине спада мы 
застаем в русле реки гряды гораздо более крупные, чем те, ко-
торые при таких ж е уровнях наблюдались на подъчеме. На гра-
фике связи высоты гряд с глубиной потока получается типич-
ная петля гистерезиса. Нередко, система больших гряд, создан-
ных паводком, доживает до межени, а меженный поток 
развивает тем временем новую систему более мелких и быстрых 
гр5[д, которые движутся по поверхности своих старших со-
братьев. Так как длины гряд двух этих систем отличаются во 
много раз, то слияния малых гряд с большими не происходит. 
Промеры, выполненные экспедицией Л И В Т во время межени 
1976 г. на р. Надым, обнаружили в русле этой реки сохранив-
шееся после быстрого спада гряды длиной 100—125 м и много-
численные меженные гряды длиной в 10—15 м. Подобной кар-
тины не будет, если спад уровней идет медленно. Чем медлен1 

нее спад, тем уже петля гистерезиса. 
На рис. 89 представлены графики изменения параметров по-

тока и осредНеНных размеров гряд на участке р. Полометь 
у с. Яжелбиц за время весеннего паводка 1965 г. Н а них отчет-
ливо видны взаимосвязанные изменения высот, длин и кру-
тизны гряд, происшедшие при прохождений павоДочной волны 
высотой всего лишь 1,5 м. В последние годы экспедициями ГГИ 
получены обширные данные о трансформациях гряд в нестацио-
нарных потоках. Некоторые из этих данных приводятся в до-
кладе [128]. 

Гряды и рйфеЛи образуют младшее, самое массовое и самое 
упорядоченное звено в иерархий русловых форм. Они служат 
одновременно средством транспорта наносов и средством ре-
гулирования гидравлического сопротивления русел. Д в а этих 
качества волнообразного дна русловых потоков тесно связаны 
между собой. 



Глава VI 
Движение взвешенных наносов 

18. Уравнения механики взвесенесущей жидкости 

18.1. Уравнения актуального движения 

Речная вода никогда не бывает «чистой», она всегда содер-
жит взвешенные твердые частицы различной крупности, т. е. 
представляет собой двухкомпонентную среду. 

Д л я дальнейшего важно, что содержание взвешенных твер-
дых частиц в речной воде все же очень мало и основную их 
массу составляют очень мелкие частицы. Содержание, или кон-
центрация, взвешенных наносов (в гидрологии мутность) дости-
гает наибольших значений во время паводков на горных реках. 
В этих случаях средняя по живому сечению объемная концент-
рация может иметь порядок 10_ 3—10 - 2 . Среднегодовая объемная 
концентрация у горных рек имеет порядок Ю - 4—10_ 3 . У боль-
шинства равнинных рек средняя в живом сечении объемная кон-
центрация достигает значений порядка Ю - 4 только во время па-
водков, а в среднем за год она имеет порядок Ю-4-—-Ю-5. 

Основная масса взвешенных внерусловых наносов состоит из 
частиц с диаметром е?<0,05 мм, т. е. имеющих гидравлическую 
крупность меньше 0,15 см/с. Максимальные расходы взвешенных 
внерусловых наносов наблюдаются в моменты наибольшей ин-
тенсивности стока воды с поверхности бассейна, т. е. приблизи-
тельно в середине паводочного подъема уровней. Среди взве-
шенных русловых наносов преобладают функции 0,05—0,25 мм 
с гидравлической крупностью до 2,0—2,5 см/с. Максимумы рас-
хода взвешенных русловых наносов обычно совпадают с пиком 
паводка, когда речной поток имеет наибольшие скорости. 

Главные задачи теории движения взвешенных наносов со-
стоят в установлении закона, по которому твердые частицы рас-
пределяются на вертикали и в отыскании расхода взвешенных 
наносов. Постановка второй из этих задач уместна лишь в отно-
шении русловых фракций наносов. Исходя из параметров потока 
и русла, определить количество содержащихся в воде внерусло-
вых наносов невозможно. 
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При составлении уравнений движения взвесенесущей жидко-
стй Ф. И. Франкль [142] определил актуальное (т. е. точечное 
и мгновенное) содержание твердой компоненты как величину, 
которая может принимать два дискретных значения: единица 
внутри твердых частиц и ноль в жидкости. При таком опреде-
лении все производные, входящие в уравнения актуального дви-
жения, представляют собой разрывные функции координат про-
странства и времени. Д л я получения непрерывных производных 
над уравнениями актуального движения каждой компоненты со-
вершается операция пространственно-временного осреднения. 

То обстоятельство, что поперечные размеры частиц наносов, 
взйешиваемых речными потоками, малы по сравнению с разме-
рами переносящих эти частицы турбулентных вихрей, позволяет 
принять здесь более простую, хотя и менее строгую процедуру. 
Эта процедура основывается на условной замене множества 
взвешенных дискретных частиц наносов некоторой тяжелой суб-
станцией, непрерывно распределенной в жидкости. Жидкость, 
содержащую такую субстанцию, называют дисперсоидом. Урав-
нения актуального движения дисперсоида не содержат разрыв-
ных функций и для перехода от этих уравнений к уравнениям 
осредненного турбулентного движения требуется лишь времен-
ное осреднение. 

Концепция дисперсоида в динамике русловых потоков носит 
традиционный характер. Основной вклад , в развитие этой кон-
цепции внесли В. Шмидт, В. М. Маккавеев, X. Рауз, М. А. Вели-
канов, М. А. Дементьев и Г. И. Баренблатт. 

В соответствии с понятием дисперсоида мгновенное содер-
жание наносов в точке М (Х{) определяется как предел отноше-
ния объема твердой примеси к объему дисперсоида при стремле-
ние последнего к нулю, т. е. точно так же, как определяется 
объемное содержание растворенных в воде веществ 

s(M, t) = lim (18.1) 
Vm 

Индексом s отмечен объем наносов, индексом т — объем 
дисперсоида. Точка М предполагается находящейся внутри 
объема Vm при всех значениях этого объема. Величина s (М, t), 
подобно другим элементам турбулентного потока, может быть 
представлена в виде суммы ее осредненного значения и пульса-
цирнной составляющей 

s = = s - u s ' . (18.2) 

Актуальная плотность дисперсоида выражается формулой 

Р « ( Л М ) = Р ( 1 - а ) + РЛ (18-3) 
Очевидно, она также представляет собой случайно колеблю-

щеюся величину pm = р т + р ' 4 
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Скорость движения дисперсоида Vmi определяется как сред-
нее взвешенное по массе значение скоростей жидкой V{ и твер-
дой Vsi компонент в центре массы элементарного объема, окру-
жающего точку М, 

Уравнения сохранения массы для жидкости и примеси имеют 
вид: 

4t IP О + 2 -Щ И 1 (18-5) 

Сложив эти два уравнения, получим уравнение сохранения 
массы для дисперсоида 

Оно совпадает по виду с уравнением сохранения массы для 
сжимаемой жидкости. Если предварительно разделить уравне-
ния (18.5) и (18.6) соответственно на р и р«, то результатом сум-
мирования будет чисто кинематическое условие неразрывности 

2 К 1 — = 0 - (18.8) г 

Написав уравнения движения в напряжениях для несущей 
жидкости и для твердой примеси и затем сложив их, получим 
уравнения актуального движения дисперсоида 

4т (рmVmi) + 2 VJ dl? IР С1 - ' S ) ^ 1 + 2 V*J (P^rt) = 
J 1 j 1 

i 1 

Компоненты т(™> входящего сюда тензора напряжений пред-
ставляют собой суммы вязких напряжений несущей жидкости 
и напряжений, обусловленных столкновениями твердых частиц 
между собой, 

(18.10) 

Напряжения т ^ , вообще говоря, малы и поэтому компоненты 
т(™> при малых значениях S, характерных для естественных по^ 
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токов, практически не отличаются от напряжении молекулярной 
вязкости в чистой жидкости. Положив в (18.9) s = 0, т<?> = 0 

объединив гидродинамическое давление с касательными на-
пряжениями в тензоре полных напряжений вязкой жидкости, по-
л у щ и уравнения Коши (2.12). 

Система (18.7) — (18.9) представляет собой наиболее общую 
систему уравнений для. задачи о движении вязкой жидкости 
с непрерывно распределенной примесью. Чтобы сблизить эту си-
стему с реально наблюдаемой картиной транспорта наносов от-
крытыми потоками, расположим оси xi, хг в горизонтальной 
плоскости, а ось х% направим по вертикали вверх. Единственной 
массовой силой будет сила тяжести с компонентами на единицу 
массы 

Xi=-gt, з, (18.11) 

гдй 8 i j — единичный тензор (бг3 — 0 при и 6 { j = l при 

Опираясь снова на малость поперечных размеров твердых 
частиц и считая, кроме того, что ускорения жидкости малы по 
сравнению с ускорением силы тяжести, примем, что составляю-
щие актуальных скоростей твердых частиц и жидкости в гори-
зонтальной плоскости равны, а по оси хз отличаются на вели-
чину гидравлической крупности частиц 

г > 4 1 = ® , - ® 0 8 в . (18-12) 

Гидравлическую крупность до0 будем считать не зависящей от 
содержания твердой примеси — при малом содержании это до-
пущение не может вызвать возражений. 

В соответствии с предположением (18.12) выражение для 
актуальной скорости дисперсоида примет вид 

V m i = V . 9SSWA, 
1 1 PCI — s) + PiS ' 

Добавив условие 

s « 1 (18.14) 

и Условие, вытекающее отсюда при не очень большой разнице 
в плотностях наносов и воды, 

( - ^ - l ) s « l , (18.15) 

буДем иметь 

v m i - " O t — ^ - s w ^ (18.16) 

237. 



Введя условия (18.11), (18.12), (18.14) и (18.15) в систему 
основных уравнений актуального движения дисперсоида, пред-
ставим эту систему в виде: 

J H f - L + V * ±vmi _ g „ 1 dp , 1 у 
d t d X j — go,з p d x , - t p i / l ^ - , (18.17) 

ь - ё г - о ; oe-14 

(ШЛ9) 

Второй член левой части уравнения (18.19) при небольших s 
мал по сравнению с первым членом и поэтому (18.19) можно 
писать также в виде 

(18.20) 
з I 

18.2. Уравнения осредненного движения 

Произведя операцию осреднения над членами уравнения 
(18.17) и отбросив как малые по сравнению с турбулентными 
напряжениями напряжения т(™> (что в потоке с гидравлически 13 
шероховатым дном и невысоким содержанием наносов допу-
стимо до самого дна) , будем иметь 

dvmi I V ~ " d v m l _ . 1 др у dv'm lvm j 
S t t-Zv«J-5*r~~g 13 Г ^ ** dxf • j 1 J 1 

Осреднение выражений (18.18) и (18.19) дает: 

+ ( .8.22, 

Г. И. Баренблатт [7], которому принадлежит приведенный 
выше вывод общих уравнений актуального и осредненного дви-
жения дисперсоида, составил также уравнение баланса пульса-
ционной энергии дисперсоида. Оказалось, что это уравнение со-
держит члены с тем же физическим смыслом, что и члены 
баланса энергии пульсаций чистой жидкости (3.30) плюс доба-
вочный член, выражающий затрату энергии пульсаций на 
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лей1 

поДъем твердых частиц (т. е. работу пульсаций против силы 
тяжести) . Этот добавочный член имеет вид 

- (Р* — Р>gwos. 

При больших s он должен был бы содержать еще множитель 
(1 — s ) , но при этом, как отмечает Баренблатт, следовало бы 
принимать во внимание и влияние содержания наносов на вели-
чину гидравлической крупности частиц. Выражение для «работы 
взвешивания», составленное впервые В. Г. Глушковым еще 
в 1915 г., впоследствии заняло важное место в построениях 
М. А. Великанова. Введя работу взвешивания в баланс энергии 
не лульсационного, а основного движения, т. е. предположив, что 
взвешивание твердых частиц образует наравне с турбулентным 
рассеянием энергии самостоятельный канал отбора энергии от 
среднего движения, Великанов построил на этой основе особый 
вариант теории движения взвешенных наносов, получивший на-
звание «гравитационной теории». В конце 40-х—начале 50-х го-
дон. гравитационная теория явилась предметом оживленной на-
учной дискуссии. Неправомочность включения работы взвешива-
ния в баланс энергии основного движения и необходимость ее 
учета в балансе энергии пульсационного движения была дока-
зана А. Н. Колмогоровым [76]. Процесс превращения энергии 
в турбулентном взвесенесущем потоке изображен Колмогоро-
вым в виде следующей схемы: 

Появление работы взвешивания в балансе энергии турбу-
тности взвесенесущего потока физически означает, что 
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присутствие взвешенныхтяжелых частиц в турбулентном потоке 
имеет своим следствием ослабление энергии пульсаций — гаше-
ние турбулентности. 

Напишем систему основных уравнений нашей задачи для 
простейшего случая установившегося плоского и равномерного 
осредненного течения в открытом канале с малым уклоном дна 
г'о<С1. Ось Xi расположим в плоскости дна, направив ее по тече-
нию. Ось Хз будет направлена по нормали ко дну вверх. 

Уравнения движения, уравнение сохранения массы и урав-
нение неразрывности примут вид: 

(.8.24) 

Интегрируя (18.27), находим компоненту осредненной ско-
рости дисперсоида по оси хз 

v /из = (18.28) 

(постоянная интегрирования равна нулю, так как при s = 0 дол-
жно быть Vm3 = V3 — 0). Подставив (18.28) в (18.26) и интегри-
руя, определим момент связи между пульсациями мутности 
и пульсациями компоненты скорости дисперсоида по оси хз 

= s. (18.29) 

Полученное уравнение указывает на равенство плотностей 
двух потоков примеси: одного восходящего, обусловленного про-
цессом турбулентного перемешивания, и другого нисходящего, 
обусловленного падением твердых частиц под действием их из-
быточного веса. Очевидно, указанное равенство может наблю-
даться лишь при установившемся и равномерном осредненном 
движении дисперсоида. 

Подставив (18.28) в (18.25), отбросив нормальную компо-
ненту турбулентных напряжений, интегрируя и пренебрегая чле-
ном, содержащим s2, найдем, что в условиях малой мутности 
давление по вертикали открытого взвесенесущего потока распре-
деляется так же, как по вертикали потока Чистой воды 

p = pg(fl — X3). 
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Подставив (18.28) в (18.24), можно увидеть, что конвектив-
ный член в (18.24) мал по сравнению с членом, выражающим 

менение турбулентного трения. Отсюда имеем из 

—-vm\vm3 = gi0 (h — х3). 
В результате некоторых упрощений уравнения баланса пуЛь-

садионной энергии Баренблатт [8] получил следующее соотно-
шение между энергией пульсаций в плоском равномерном по-
токе дисперсоида и энергией пульсаций в таком же потоке чис-
той воды: h 

—р=(1 —• Ко) , (18.30) 
где Ко — число Колмогорова, представляющее собой аналог из-

вестного в метеорологии числа Ричардсона 

Формула (18.30) дает количественную оценку снижения 
уровня турбулентности во взвесенесущем потоке. Производная 
ds 
—— принимает наибольшие значения при взвешивании круп-
ных частиц, а т а к ж е при больших насыщениях потока твердой 
примесью. В этих условиях, практически реализуемых, например, 
в напорном гидротранспорте, число Ко сравнимо с единицей 
и наблюдается сильное гашение турбулентности. 

Д л я потоков, где содержание взвешенных частиц мало и ча-
стицы имеют малую крупность, а таково подавляющее боль-
шинство равнинных речных потоков, удовлетворяется неравен-
ство Ко<С1, означающее, что присутствие твердых частиц не 
влияет заметным образом на турбулентные пульсации. Отсюда 
вытекает возможность находить распределение взвеси в таких 
потоках, используя описанную в главе II аналогию Рейнольдса. 
Теория движения взвешенных наносов, основанная на аналогии 
Рейнольдса, называется диффузионной. 

19. Распределение взвешенных частиц по вертикали 

19.1. Основное дифференциальное уравнение 
диффузионной теории и его интегрирование 

Положим, как и в конце п. 18.2, что мы имеем дело с плоским 
и равномерным осредненным течением взвесенесущей Жидкости 
в канале с малым уклоном дна t'o<Cl. Содержание наносов будем 
считать малым, наносы мелкими и однородными: Ko<tCl, 
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w0=const. Изменим обозначения осей координат и компонент ско-
рости: Xi на х, Хз на z, Vi на и и ьз на w. В рассматриваемых 
условиях вертикальная компонента пульсационной скорости дис-
персоида не отличается от вертикальной компоненты пульсаци-
онной скорости несущей жидкости wr

m — w', и поэтому уравне-
ние (18.29) может быть представлено в виде 

s'w'=w$. (19.1) 
Феноменологическое выражение для плотности диффузион-

ного потока вещества по (3.28) записывается в виде 

dz ' 

причем, согласно аналогии Рейнольдса, коэффициент диффузии 
твердой примеси совпадает с коэффициентом диффузии им-
пульса 

Отсюда вместо (19.1) получаем 

(19.2) 
dz 

Уравнение (19.2) и представляет собой основную дифферен-
циальную зависимость диффузионной теории движения взвешен-
ных наносов. Разрешив уравнение (19.2) относительно произ-
водной , представив коэффициент турбулентной вязкости 

dz 
т I da 

через отношение — и перенеся результат в выражение 
числа Колмогорова (18.31), найдем 

K 0 = = g ( p * - p ) «.*(*) j ( 1 9 3 ) 

dz 

Из этой записи видно, что число Ко есть отношение работы 
взвешивания к полной энергии турбулентности. 

Интегрируя (19.2) в пределах от некоторого z = а = const до 
текущего z, имеем 

s ( z ) = s ( a ) e x p ^ - w 0 j - ^ . .. (19.4) 

Уравнение (19.4) было впервые применено В. Шмидтом [225] 
к описанию вертикального распределения пыли в атмосфере. По-
ложив vT = const, Шмидт получил 

s ( 2 ) = s ( a ) e x p [ - - - ^ - ( * - a ) ] . ' (19.5) 
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К распределению взвешенных наносов в открытом водном 
по+оке уравнение (19.4) впервые применил В. М. Маккавеев 
( ф 1 г.). 

Гипотеза постоянного коэффициента диффузии не может быть 
исйользована для открытых потоков даже в порядке первого 
грубого приближения. Как было показано в главе II, коэффи-
циент турбулентного обмена vT сильно изменяется вдоль верти-
кали, достигая максимума на середине глубины и принимая 
близкие к нулю значения у дна и на свободной поверхности. 
Подставив выражение (4.10) в (19.4), будем иметь 

s(z)=s(a) ехр 

после интегрирования 

она 

(lj) 
и 

но 
ны фр 

по 

Wo 

s(z) = s(a) h — z 

z (h — z) 

wt 

dz 

h — a 

(19.6) 

(19.7) 

При a — A<^.h формула (19.7) принимает вид, в котором 
i обычно применяется, 

ш о 
(19.8) 

Уравнение распределения взвешенных наносов по вертикали 
.8) впервые было опубликовано X. Раузом, проведшим также 

^ервую количественную проверку этого уравнения [223]. 
Так как содержание наносов связано с гидравлической круп-
:тью частиц нелинейно, то при разнородных наносах написан-
е уравнения распределения должны применяться к каждой 
акции в отдельности, и для получения полной эпюры мутности 

лученные результаты должны складываться. 

19.2. Сравнение диффузионной теории с экспериментом 
и натурными наблюдениями 

Эксперименты в лабораторных лотках и тщательно выпол-
ненные измерения в естественных потоках будучи обработаны 
в форме связей между логарифмами содержания наносов и ло-

h — z 
гаэифмами отношения — - — дают в широких диапазонах со-
держания твердой компоненты и гидравлической крупности ча-
стац прямые вида 

Z lg [ s ( z ) ] = a , l g • (19.9) 
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Входящее сюда число aL при справедливости диффузионной 
теории должно определяться равенством 

«. = ^ 4 • (19.10) 

где % — значение параметра Кармана , установленное по распре-
делению скоростей в потоке чистой воды. Число <х% зависит от 
выбора уровня а, абсолютного значения концентрации s (а) на 
этом уровне, а также от значения cti. 

Таким образом, общий вид распределения концентрации, вы-
ражаемый степенной зависимостью (19.7), полностью подтверж-

2,0 § 

I 
1,0 
0,8 

0,6 

0Л 

0,2 

0,1L- 0,01. 

Рис.. 90. Распределение взвешенных наносов по вертикали в лабораторном 
лотке (1) и в речном потоке (2). 

дается опытом. В качестве примеров опытных связей на рис. 90 
в логарифмических масштабах представлены два графика рас-
пределения мутности — один, полученный в экспериментах В. Ва-
нони, а другой, полученный в результате натурных измерений на 
р. Миссури 1 (табл. 3) . 

Таблица 3 

Характеристики исследованных течений 

Поток й м 1 d мм Vs, м /с «1 

В лотке 
р. Миссури у Омахи 

.0 ,18 
2,34 

0,00125 
0,000121 

0,10 
0,062—0,074 

0,045 
0,053 

0,32 
0 ,43 

1 Опытные точки сняты с графиков, приведенных в работе В. Ванони 
[240]. Серия аналогичных графиков из работы Ванони [239] воспроизведена 
в книге [152]. 

244. 



Абсолютные значения мутности в лотке примерно в 20 раз 
больше абсолютных значений мутности речного потока. 

Определив из опыта величину показателя степени ai, мы мо-
м найти величину же 

Т. 1 

из 

ны 

ин 
жи 

w0 (19.11) 

:. параметр Кармана для взвесенесущего потока.. Получаемые 
опытных данных о распределении мутности значения %s ме-

н я е т с я в довольно широких пределах, особенно если исполь-
зуются натурные измерения. Последнее легко объясняется от-
клонениями естественных потоков от условий плоского и равно-
мерного осредненного движения, неоднородностью состава 
наносов, а т а к ж е невысокой точностью натурных измерений. 

Тем не менее аккуратно выполненные натурные и лаборатор-
; измерения позволяют с полной определенностью установить 

о б й и й характер изменения параметра х«. При малой крупности 
наносов и их малом содержании в потоке значения к5 совпадают 

значениями параметра Кармана , установленными по распре-
делению скоростей в потоках чистой воды, подтверждая тем са-
мым действительность диффузионной теории для указанных 
условий. 

При увеличении содержания наносов или (и) увеличении их 
крупности и лабораторные, и натурные измерения дают нера-
венство 

* , < * , (19.12) 

прйчем различие между значениями xs и к растет вместе с со-
держанием и крупностью наносов. Выполненный Колмогоровым 
и 13аренблаттом теоретический анализ вопроса о влиянии взве-

нных частиц на турбулентные пульсации полностью объясняет 
экспериментальные результаты. Взвешивание значительных ко-
личеств наносов так же, как подъем крупных частиц, снижает 

енсивность турбулентности, т. е. ослабляет перемешивание 
дкости и как следствие это приводит к росту градиентов 

оередненных скоростей и градиентов осредненного содержания 
наносов. Увеличение неравномерности распределений и и s и вы-
ражается падением значений параметра и®. 

Хорошую иллюстрацию к сказанному дают профили распре-
деления скоростей в потоке чистой воды и в потоке с большим 
содержанием наносов, совмещенные на рис. 91. Обе серии изме-
рений были сделаны Ванони [240] при одном и том же наполне-

лотка (h = 9 см) и одном и том ж е уклоне свободной по-
верхности ( / — 0,0025). Среднее по вертикали весовое содержа-
ние твердой компоненты в потоке с наносами составляло 
155 Н/м 3 (среднее объемное содержание около 0,006). Диаметр 
взвешенных частиц был равен 0,1 мм. На рис. 91 видно, что 
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присутствие твердых частиц существенно увеличило градиенты 
осредненных скоростей и сами осредненные скорости. 

А. Т. Иппен [191], использовав экспериментальные данные 
Ванони, Эйнштейна и Чена и свои собственные, получил сле-
дующую формулу для параметра Кармана во взвесенесущем 
потоке: 

= 0 , 3 8 5 - 4 ?s 1 U ср 
1 + 2 , 5 s (Д) 

(19.13) 

При наблюденных предельно высоких значениях придонной 
концентрации s (А) = 0,25^-0,30 значение %s по формуле (19.13) 

уменьшается по сравнению с % 
почти в два раза . Еще более 
низкие значения x s для боль-
ших концентраций дает графи-
ческая зависимость, предло-
женная Эйнштейном и Абдель-
Аль-Фаруком [172]. 

Формула (19.13) и ей по-
добные представляют собой 
попытки корректировать диф-
фузионную теорию, не выходя 
за ее пределы. Лучшим выхо-
дом из положения представля-
ется создание более точной 
теории. Такую теорию можно 
строить как на основе концеп-

/ОО йм/с ц и и непрерывно распределен-
ной мутности, так и на основе 
более строгого представления 
о движении дискретных твер-
дых частиц. Работа в первом 

-направлении была начата 
Г. И. Баренблаттом, во в т о р о м — Ф . И. Франклем. К сожалению, 
оба исследования не были доведены до расчетных зависимостей. 
Интересный вариант развития теории Баренблатта предложили 
недавно М. И. Железняк и В. А. Шнайдман [49]. Применив рас-
пределение масштаба турбулентности по вертикали, разработан-
ное в теории атмосферной турбулентности, они пришли к си-
стеме уравнений, численное решение которой дало близкое 
к опыту распределение концентрации при высоких ее значениях. 

В потоках малой мутности, таких, к каким относится боль-
шинство речных потоков Восточно-Европейской и Западно-Си-
бирской равнин, диффузионная теория не требует поправок. Д л я 
построения эпюры распределения концентрации по вертикали 
средствами диффузионной теории надо знать концентрацию в од-
ной точке вертикали. Наиболее удобно было бы располагать 

0,25 0,50 0,75 

Рис. 91. Распределение осредненных 
скоростей в потоке чистой воды (1) 
и в потоке со взвесью (2), по Ванони. 
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с эгой целью добавочным уравнением, определяющим придон-
ную концентрацию s (А) (при неоднородных наносах необходимо 
знать Si (А) для каждой г'-той фракции) . Несколько попыток, 
предпринятых у нас и за рубежом, создать такое уравнение не 
привели пока к удовлетворительному результату. Добавочные 
осложнения вносятся в эту задачу грядовым рельефом дна. 

Если распределения объемной концентрации и оередненных 
продольных скоростей на вертикали известны, элементарный 
расход взвешенных наносов находится по формуле 

А 
qt=$s(z)u(z)dz. О9-14) 

д 

Полный расход наносов получают при интегрировании функ-
ции qs(b) по ширине живого сечения. 

20. Транспортирующая способность потока 
и полный расход русловых наносов 

20.1. Транспортирующая способность 

Открытый поток при заданных глубине и скорости может пе-
реносить количество взвешенных частиц заданной гидравличе-
ской крупности, не превышающее определенного предела. Отве-
чающий этому пределу расход твердой примеси Qs, ц т назы-
вается транспортирующей способностью потока. Отвечающее 

му пределу среднее в живом сечении содержание твердых это 
частиц 

на, ывается критической концентрацией, или критическои мут-
ностью. Скорость течения U+, при которой насыщение потока на-
носами критическое, называется незаиляющей. Выражение 
(20.1) дает среднее расходное содержание взвеси, которое будет 
меньше среднего действительного содержания, если осредненные 
скорости твердых частиц будут меньше оередненных скоростей 
несущей жидкости. Мы, однако, по-прежнему, будем считать, 
что в естественных потоках отставание существенно только для 
влекомых частиц и при вычислении расхода взвешенных нано-
сов им можно пренебрегать. 

Критическая концентрация русловых наносов наблюдается 
в Ьеках при смыве гряд. По отношению к внерусловым наносам 
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речной поток всегда недогружен. Величины незаиляющей скоро-
сти и критической концентрации играют важную роль в расче-
тах сечений неукрепленных каналов по методу «допустимых ско-
ростей». В связи с этим их определению было посвящено много 
работ. Так как величины Qs i im, Sc и U+ взаимосвязаны (имея 
формулу для Sc, легко разрешить ее относительно t/+), мы огра-
ничимся приведением зависимостей только для критической кон-
центрации. 

Наилучшее согласие с опытом Имеют формулы критической 
концентрации, прямо или косвенно восходящие к соотношению 
М. А. Великанова [17] 

-
 U 2 U С

 (20.2) gR w0 gR Wo у g 

Мы приведем три формулы, выделив в них те же три безраз-

мерные величины Fr, и С/ f g , в виде произведения кото-
W 0 

рых представлена нами правая часть соотношения Великанова. 
Практически повторяет это Соотношение формула С. X. Абаль-
янца [1] 

Sc=6,7 • 1 0 - s ^ - = 6 6 , 7 • Ю - 6 F r - ^ - — т ^ . (20.3) с Rw0 Wo у g v ' 

Более сложное строение имеют формулы: 
А. В. Караушева [61] 

с ^ 1 3 4 - 10-7 ( 0 - 7 С + 6 ) С U •2,75 

g Rwq'75 

И. И. Леви [83] 

«.-«да» (•£)• аг -«•«« » w ш t (*г • (2о'5) 
Формула Абальянца основана на материале многочислен-

ных измерений, выполненных на оросительных каналах Средней 
Азии, Кавказа и К Н Р (бассейн р. Хуанхэ), а также в лабора-
торном и полевом опытных каналах С А Н И И Р И . А. В. Карау-
шев использовал измерения в реках, каналах и лабораторных 
лотках при значениях средней гидравлической крупности транс-
портируемых наносов от 0,09 до 2 Д см/с. И. И. Леви основы-
вался на опытах В. С. Кнороза [67] в лотке с гладким дном при 
значениях средней гидравлической крупности от 0,68 до 3,87 см/с. 
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И з прямой связи критической концентрации с числом Фруда 
следует важный практический вывод: при одном и том же рас-
ходе воды и площади живого сечения более широкий и мелкий 
поток способен иметь большую концентрацию взвешенных на-
носов данной крупности, чем узкий и глубокий. Предельный рас-
ход взвешенных наносов в силу этого получается слабосвязан-
ным с глубиной потока. Остальные комментарии к формулам 
критической концентрации мы сделаем в конце следующего 
пункта. 

20.2. Полный расход русловых наносов 

В расчетах русловых деформаций необходимо знать полный 
расход русловых наносов. 

У речных потоков с дном из крупного песка и гравия этот 
расход в межень равен расходу влекомых наносов. У потоков 
с Мелкозернистыми донными отложениями он равен в межень 
сумме расходов влекомых и полувзвешенных наносов. Во время 
паводка на всех реках значительная, а иногда преобладающая 
часть транспортируемых русловых наносов движется во взве-
шенном состоянии. 

Возможны два пути определения полного расхода русловых 
наносов: 1) посредством суммирования отдельно рассчитанных 
расходов влекомых и взвешенных наносов; 2) с помощью одной 
общей формулы, допускающей применение ко всем способам 
перемещения твердых частиц. 

Первый путь был наиболее основательно разработан Г. Эйн-
штейном [171]. Сущность его метода сводится к следующему. 
Погок делится по глубине на две части: 1) придонный слой, 
в котором наносы движутся во влекомом состоянии (т. е. путем 
качения и подскакивания) , и 2) вышележащая основная толща 
турбулентной жидкости, где наносы перемещаются во взвеси. 
Расчет ведется по отдельным фракциям наносов. Толщина при-
донного слоя принимается для каждой фракции разной, а именно 
равной 2di. Расход наносов в слое определяется с помощью 
формулы (16.19). Найдя концентрацию Si(2di) наносов каждой 
фракции в придонном слое, вычисляют распределение взвешен-
ных частиц по формуле (19.7) с заменой в ней а на 2<2*. При 
подсчете удельного расхода наносов используется логарифмиче-
ский закон распределения скоростей. Применимость метода 
ограничена участками водотоков с равномерным движением, где 
возможно аккуратное измерение уклона свободной поверхности. 
Метод Эйнштейна был впоследствии модифицирован Б. Колби 
[163] и Ф. Тоффалети [237]. Несмотря на несколько упрощений, 

введенных этими авторами, и поправки, сделанные самим Эйнш-
тейном, его метод остается трудоемким, требующим большого 
объема исходных данных и вследствие этого неудобным в ин-
женерных расчетах. 
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Своей простотой выгодно отличается от зависимостей Эйнш-
тейна двухчленная формула, предложенная Р. Бэгнольдом 
[154]. При учете формулы Шези, она записывается 

0 , 0 1 - ^ — ( 2 0 . 6 ) ^ f s С2 \ tg а > w0 уg j v ' 

Здесь а — угол внутреннего трения грунта в воде и е'—ко-
эффициент, учитывающий затраты энергии на транспорт влеко-
мых наносов. Коэффициент е' зависит от крупности донных ча-
стиц и скорости течения. В диапазоне скоростей 0,5 <U< 1,5 м/с 
округленные значения коэффициента следующие: при d = 
= 1,0 Мм е ' ~ 0 , 1 2 , при d = 0,3 мм е ' ~ 0 , 1 3 и при d = 0,1 мм 
е ' ~ 0 , 1 4 . Дно предполагается безгрядовым. Первый член 
в скобке определяет расход влекомых наносов, второй — взве-
шенных. Приравняв первый член нулю, т. е. оставив только взве-
шенные наносы, и разделив обе части формулы (20.6) на эле-
ментарный расход воды q = Uh, можно увидеть, что она отли-
чается от соотношения Великанова (20.2) лишь другой 
(обратной) оценкой роли сопротивления русла. 

Из нескольких предложений по интегральному определению 
расхода русловых наносов мы остановимся только на формуле 
В. Графа и Е. Акароглу [185], обоснованной широкими опыт-
ными данными, относящимися как к открытым (в том числе ес-
тественным), так и к закрытым водоводам. При учете формулы 
Шези и округлении эмпирического показателя степени при от-
ношении U/C от 5,04 до 5,00 формула Графа—Акароглу может 
быть представлена в виде 

(20.7) 

Ее родственность формуле Бэгнольда и формуле критической 
концентрации Леви очевидна. Как считают авторы формулы, она 
применима как к безгрядовому, так и к грядовому дну: входя-
щий в нее коэффициент Шези С отражает суммарное сопротив-
ление гряд и зернистой поверхности дна. 

Приведенные формулы критической концентрации и полного 
расхода русловых наносов едины в том отношении, что все они 
выделяют одни и те же три фактора, влияющие на содержание 
русловых наносов в потоке: кинетичность потока, подвижность 
частиц, гидравлическое сопротивление русла. Если подвижность 
и сопротивление фиксированы, все формулы указывают на про-
порциональность расхода наносов третьей степени скорости 
течения. 

Величины подвижности частиц и сопротивления русла свя-
заны друг с другом. Свидетельством этой связи служит обнару-
живаемое в ряду формул (20.3) — (20.7) закономерное изменение 
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азателя степени при vjw0 с изменением показателя степени 
С/1/g. Формулы с высоким показателем степени при пер-
из этих величин имеют низкий показатель степени при вто-

, и наоборот. Так как показатели степени определены эмпи-
ским путем, то их взаимосвязанное изменение отражает 

ективную реальность. 
На рис. 92 обратная связь между показателем степени п при 

'о и показателем степени т. при С/ ~]/ g в ряду из пяти фор-
(20.3) — (20.7) представлена графически. При определении 

Рис. 92. Связь между показателями 
степени я при vjw<, и т . при C / \ f g 

в ряду формул (20.3) — (20.7). 

показателя т в формуле Леви (20.5) было использовано соот-
ношение: (С/"|/g')6, а при определении показателя п в фор-
муле Графа—Акароглу — соотношение W o ~ i / g d . Проведенная 
на рис. 92 осредняющая прямая имеет уравнение 

л==1,25 —0,25яг. (20.8) 

Лз этого уравнения следует, что для концентрации русловых 
наносов, (как критической, так и докритической) можно поль-
зоваться простым выражением 

Здесь wo обозначает среднюю гидравлическую крупность 
движущихся русловых частиц — величину, меньшую средней 
крупности донных наносов. 



Глава VII 
Русловой процесс 

21. Концепция руслового процесса и ее практическое 
значение 

21.1. Свойства руслового процесса 

Русловой процесс — общее понятие, объединяющее процессы 
образования и последующих переформирований открытых русел 
под действием текущей воды. Это понятие равно применимо 
к естественным и искусственным руслам. Развитие канала из 
пионерной траншеи, размыв или занесение канала, отложение 
наносов в водохранилище представляют частные случаи русло-
вого процесса. 

Обращаясь к существу руслового процесса мы должны по-
вторить в более точной форме то, что было сказано во Введении 
о взаимодействии двух частей системы поток-—русло. Действие 
активной части этой системы — текущей воды — на пассивную 
часть — подстилающий грунт :— осуществляется посредством 
транспорта наносов: захвата, перемещения и отложения частиц 
Грунта. Удаление или отложение грунта, т. е. деформация русла, 
изменяют граничные условия движения воды, а следовательно, 
и состояние ее движения. Изменение граничных условий движе-
ния в результате перемещения наносов представляет обратную 
связь между двумя частями системы. Выражением этой связи 
служит закон сохранения наносов. Действуя вместе с законами 
гидравлического сопротивления, он управляет ходом деформа-
ций, обеспечивая гибкую реакцию русла на меняющийся жид-
кий Сток. Если сток статистически Стабилен, статистически ста-
бильно и русло. Его деформации при этом знакопеременны как 
во времени, так и по длине потока. Обусловленное кориолисо-
вым ускорением необратимое, медленное смещение русел рек 
северного полушария вправо (южного—-влево) сообщает асим-
метрию некоторым статистическим характеристикам русел, но не 
делает эти характеристики нестабильными. 

Темп руслового процесса — средняя интенсивность русловых 
деформаций на участке реки или на реке в целом — меняется 
при переходе от одного участка к другому и от реки к реке вме-
сте с удельным расходом русловых наносов, т. е., как мы только 
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что видели, со степенью кинетичности потока и податливостью 
м а т е р и а л а дна размыву . Так как кинетичность потоков изме-
няется слабее, чем размываемость дна, то темп руслового про-
цесса в основном обусловлен родом грунта. Наиболее медленно 
развиваются русла, прокладываемые водой в скале. Д а л е е идут 
русла с валунно-галечными и моренными (глинисто-валунными) 
грунтами. З а т е м следуют гравелистые и песчаные русла . К а к 
читатель у ж е имел возможность, убедиться, в песчаных руслах 
поток является хозяином положения, он не только вырабатывает 
и переделывает русло, но управляет и его шероховатостью. 

Деформации русел д а ж е при весьма подвижных грунтах про-
исходят гораздо медленнее, чем колебания уровней воды. Вслед-
ствие этого данное состояние русла не является отпечатком 
данного состояния потока — оно всегда хранит в себе следы его 
предшествующих состояний. В переходных р е ж и м а х связи между 
элементами потока и русла обычно имеют гистерезисный характер . 

Взаимодействие между потоком и руслом совершается по 
определенным механическим законам и приводит к образова-
нию ограниченного набора закономерно повторяющихся русло-
вых: форм. По предложению Н. Е. Кондратьева [77],, следует 
различать три иерархические ступени русловых форм: 1) микро-
ф о р м ы — рифели, гряды и антидюны, образование которых свя-
зано с крупномасштабной турбулентностью руслового потока; 
2) мезоформы — побочни, осередки, аккумулятивные острова, 
образование которых связано с полем оередненных скоростей; 
3) макроформы — морфологические пары плёс—перекат, пой-
менные извилины и разветвления. Основные параметры макро-
форм обнаруживают связь с элементами одномерной модели 
руслового потока. Русловой процесс удобно интерпретировать 
Как процесс движения и преобразования перечисленных диск-
ретных русловых форм. Этот подход, оказавшийся плодотворным 
при решении многих частных задач , составляет одно из исходных 
положений созданной Н. Е. Кондратьевым и И. В. Поповым [77], 
[1061 гидролого-морфологической теории руслового процесса. 

Д в е морфологические особенности русловой процесс придает 
всем р а з м ы в а е м ы м руслам без исключения. Это волнистость 
продольного профиля дна и то преимущественное развитие ру-
сел в ширину, на которое нам приходилось неоднократно ссы-
латься . Д н о всех рек состоит из чередующихся глубоких И мел-
ких мест — плёсов и перекатов или порогов. Только такая 
форма дна статистически устойчива. 

Отношение ширины потока по зеркалу воды к Средней глу-
бине менее 10 встречается лишь у малых рек и ручьев. У рек 
большой водности оно достигает 102—103. Причина этого про-
ста: она состоит в значительно меньшей устойчивости частиц на 
береговых откосах по сравнению с их устойчивостью на дне. 
В конечном итоге ответственность за распластанные сечения 
речных русел несет сила тяжести. 
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21.2. Русловой процесс и деятельность человека 

В текущем столетии сильно возросло влияние на русловой 
процесс деятельности человека. Систематическое инженерное 
воздействие на русла судоходных рек производится посредством 
дноуглубительных и выправительных работ. Чтобы охарактери-
зовать современные масштабы этих работ в СССР, достаточно 
сказать, что на реках Волге, Оби, Б. Северной Двине стали не-
редкими дноуглубительные прорези с объемами в 1—2 млн. м3 

и больше. На реках Белой, Дону, Иртыше, Припяти и др. выпол-
нены и продолжают вестись работы по спрямлению пойменных 
извилин. На малых и средних реках растет число и высота вы-
правительных сооружений. Увеличивая глубины на перекатах, 
смягчая кривизну и стабилизируя положение русла, воднопуте-
вые работы способствуют улучшению рек. 

Сложные местные переформирования русел происходят при 
создании мостовых переходов через реки, особенно в тех слу-
чаях, когда предмостовые дамбы перекрывают широкую пойму. 
Изъятие больших объемов воды из реки на орошение ведет к де-
градации русла на нижележащем участке. 

Коренные изменения вносятся в русловой процесс при воз-
ведении на реке подпорных сооружений. Современный крупный 
гидроузел, подпирая вышележащий участок реки, создает там 
условия для отложения наносов и отмирания старого русла. 
Если емкость верхнего бьефа такова, что он представляет собой 
регулирующее сток водохранилище, влияние гидроузла распро-
страняется далеко вниз по реке. Задержка (полная или частич-
ная) паводка в водохранилище и увеличение расходов воды 
в летнюю и зимнюю межени вносят сильные изменения в режим 
русловых форм, вплоть до смены одного типа руслового процесса 
другим. Если неукрепленные каналы с течением времени при-
ближаются по своим формам к естественным руслам, то реки 
под влиянием глубокого регулирования стока канализуются — 
разница между глубинами плёсов и перекатов уменьшается, се-
зонные деформации дна слабеют. Примером такой реки может 
служить нижний Дон, где стабилизирующее влияние многолет-
него регулирования стока Цымлянским водохранилищем было 
добавочно поддержано дноуглубительными работами. 

Индустриализация нашей страны привела к появлению на 
берегах ее рек множества сооружений, которые, не влияя или 
слабо влияя на русловой процесс, могут испытывать с его сто-
роны сильные, иногда решающие воздействия. К таким соору-
жениям относятся: водозаборы промышленного и гражданского 
водоснабжения, водозаборы тепловых и атомных электростан-
ций, выпуски сточных вод, переходы трубопроводов и линий 
электропередачи. По отношению к русловому процессу эти со-
оружения могут быть названы пассивными, в отличие от соору-
жений, в той или иной мере изменяющих русловой процесс,— 
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активных, таких, как плотины, предмостовые дамбы, полуза-
пруды и т. п. (деление предложено Б. Ф. Снищенко [127]). 

Для того чтобы сооружения активного типа благоприятно 
влияли на русловой процесс, а пассивные не подвергались ава-
риям, необходимо, чтобы при их проектировании закономерно-
сти руслового процесса принимались во внимание. К сожалению, 
сейчас это не всегда так, и дело здесь не только в недостаточном 
распространении знаний о русловом процессе среди инженеров, 
но также в неполноте и неточности имеющихся знаний. Поэтому 
развитие исследований по русловому процессу и тесно связанной 
с ним проблеме транспорта наносов имеет большое практиче-
ское значение. 

Динамика русловых потоков отвечает на потребности проек-
тирования созданием физических и математических моделей рус-
лового процесса. Основная область физического моделирова-
ния— это местные деформации русел вблизи гидротехнических 
сооружений, где движение воды не бывает плавно изменяю-
щимся. В задачах этого рода, вероятно, никогда не удастся 
пойги дальше лабораторного эксперимента и эмпирического или 
полуэмпирического обобщения результатов натурных и лабора-
торных наблюдений. Деформации протяженных участков русел 
с плавно изменяющимся движением воды доступны математиче-
скому моделированию. На нем основан расчет русловых дефор-
маций. К расчету деформаций непосредственно примыкает за-
дача об условиях, при которых ограниченные по своей длине 
участки подвижных русел могут быть устойчивы. На ее реше-
нии основывается расчет сечений неукрепленных каналов. Мы 
рассмотрим дальше совокупность этих расчетных задач, а в за-
ключение остановимся на сезонных деформациях перекатов — 
виде русловых деформаций, посредством которого реки регули-
руют сток наносов. Сложная и пока еще плохо решаемая задача 
физического (гидравлического) моделирования руслового про-
цесса составляет специальную большую тему. Многие вопросы 
теории руслового процесса, из которых особо отметим вопрос 
о деформациях берегов рек и каналов, еще ждут своего решения. 

22. Расчет русловых деформаций 

22.1. Исходные уравнения 

В создании методов расчета русловых деформаций участво-
вали: Ф. Экснер, М. А. Великанов, И. И. Леви, А. В. Караушев, 
К. И. Россинский, И. Л. Розовский, М. де Врис и другие иссле-
дователи. Наиболее крупный вклад внес И. И. Леви [83]. 
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В большинстве случаев расчет ведется в рамках одномерной 
модели руслового потока. Переход к плановой модели, услож-
няя вычисления, не требует изменения принципов расчета. Рас-
ход воды на расчетном интервале времени считается постоян-
ным. В связи с этим непрерывный гидрограф заменяется ступен-
чатым. Движение воды предполагается плавно изменяющимся, 
берега — недеформируемыми. 

При постоянном расходе воды изменения уровней могут вы-
зываться только деформациями русла. Поэтому они относи-
тельно невелики и иногда ими можно пренебрегать. В общем 
случае, когда так поступать нельзя, исходная система уравнений 
состоит из уравнения движения воды и уравнений сохранения 
воды и наносов. 

Записывая эти уравнения, мы будем считать, что ширина 
живых сечений меняется вдоль потока, как это всегда бывает 
в естественных руслах, но изменение ширин во времени несуще-
ственно. Таким образом, В = В(1). Хотя движение, которое бу-
дут, описывать наши уравнения не является установившимся, 
локальные ускорения воды в нем ничтожны и могут не прини-
маться во внимание. 

При указанных допущениях удобно представить уравнения 
в следующем виде: 

Через Z0 = z ' — Я обозначается средняя высота дна в живом 
сечении. В пунктах 22.1 и 22.3 мы заменим уравнение деформа-
ции (22.3) его компактной записью (17.5). 

Система (22.1) — (22.3) содержит пять неизвестных функций: 
Я, Z0, U, С я qs. Функция В (/) должна быть задана. Д л я замы-
кания системы служат закон сопротивления (формула для ко-
эффициента Шези) и формула расхода наносов. Выбор послед-
ней является ключевым вопросом расчета деформаций и требует 
подробного обсуждения. 

Относительно легко этот вопрос решается применительно 
к рекам, транспортирующим крупнозернистые наносы. Сравнив 
результаты вычислений по имеющимся формулам расхода вле-
комых наносов с данными полевых измерений, обычно удается 
выбрать одну или две формулы, пригодные для расчетов. При 
необходимости численные параметры формул можно корректи-
ровать. Если измерений на данной реке нет, обращаются к опыту 
расчетов по рекам с близкими грунтовыми условиями. 

dZо , дН . U* . U дЦ 
dl ' dl "г" С?Н + g dl (22.1) 

(22.2) 

(22.3) 
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В реках с мелкозернистыми грунтами, где русловые наносы 
транспортируются как во влекомом, так и во взвешенном состоя-
ниях, д а ж е лучшие из формул, основанных на лабораторном экс-
перименте, работают неудовлетворительно. Наряду с этим, 
имеются успешные попытки расчета деформаций на таких реках 
с помощью простых соотношений, связывающих расход наносов 
или с одной средней скоростью течения или со скоростью и глу-
биной. Понять, почему это так, можно с помощью следующих 
соображений. 

В лабораторном лотке значения диаметра донных, как пра-
вило однородных, частиц d, скорости U и глубины Я могут ком-
бинироваться по воле экспериментатора. По отношению к рас-
ходу наносов все три величины играют роль независимых пере-
менных. В отличие от этого у рек, достигших статистически 
стабильного состояния, скорости и глубины находятся в вполне 
определенном соответствии с крупностью, грунта. Так как этот 
rpyi т неоднородный, то при изменении скорости течения, ме-
няется не только концентрация транспортируемых наносов, но 
и их гранулометрический состав—поток сам производит отбор 
транспортируемых фракций. Вследствие грядового рельефа дна 
и циклического характера деформаций эффекты отмостки, кото-
рые могли бы ограничивать этот отбор, проявляются редко 
и в слабой форме. Одновременное действие на концентрацию 
и на крупность наносов производят также колебания вязкости 
(температуры воды). 

Таким образом, на участке, где состав донных отложений 
приблизительно одинаков, а на равнинной реке длины таких 
участков могут измеряться сотнями километров, расход русло-
вых наносов имеет лишь опосредованную связь с крупностью 
транспортируемых частиц. Практически он полностью опреде-
ляется состоянием потока и физическими свойствами воды 

qs=ioX(U, Н, g, р, ц). (22.4) 

Вязкость входит в это функциональное соотношение через ее 
влияние на гидравлическую крупность наносов и на неразмы-

щую скорость. Чем больше вязкость, тем более высокой мо-
быть концентрация взвешенных наносов данного диаметра, 

ем выше должна быть и скорость, способная сдвинуть их со 
Так как два этих эффекта влияют на расход наносов про-

тивоположным образом, то итоговое действие изменений вязко-
сти представляется сложным. На основании экспериментов 
Б. Тэйлора, В. Ванони [234] и Ч. Янга [251], по-видимому, 
можно считать, что концентрация и расход очень мелких частиц 
(d<:0,2 мм) с увеличением вязкости падают, а более крупных — 
растут. Суммарный расход мелких и крупных фракций полу-
чается мало меняющимся с колебаниями вязкости. Если к тому 
же эти колебания невелики, то, учтя, что g и р есть практически 
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постоянные величины, соотношение (22.4) можно представить 
в более простом виде 

•qs=ic\(U, Н). (22.5) 

В расчетах обычно принимают, что функция (22.5) степенная 

qs=ksHmUn. (22.6) 

Размерный коэффициент k s и показатели степени т и п опре-
деляются по натурным данным. Так как влияние скорости на 
расход наносов гораздо сильнее влияния глубины, то можно за-
ранее положить, как делали Леви [83] и де Врис [244], показа-
тель т — 0, т. е. использовать формулу 

qs=ksUn (22.7) 

с новым размерным коэффициентом. Значения коэффициентов ks 

и k' на разных реках и участках могут быть разными. Приве-
дем два примера построения таких локальных формул. 

Использовав материалы повторных промеров глубин на 
13 участках рек Волги, Оки, Ветлуги и Вычегды, автор рассчи-
тал интенсивность деформаций дна и сопоставил ее с данными 
об изменении размеров поперечных сечений и средних скоростей 
течения по длине участков. Большая часть наблюдений была 
произведена во время весеннего паводка. Деформации в 11 слу-
чаях состояли из намыва дна и в 2 случаях — из размыва. Сред-
няя крупность донных отложений на всех участках была близка 
к 0,4 мм. Это позволило рассматривать данные по всем четырем 
рекам как однородный массив. Анализ полученных результатов 
показал, что они хорошо согласуются с выражением для расхода 
наносов (22.6). После подстановки опытных значений постоян-
ных оно приобрело вид 

<7,5=5 • 1 0 ~ 5 H U \ (22.8) j 

Среднее квадратичное отклонение наблюденных скоростей де-
формаций от рассчитанных с помощью формулы (22.8) состав-
ляет около 15%. 

Соотношение вида (22.7) было использовано в расчетах 
деформаций русла р. Днепра в нижнем бьефе Каневской ГЭС, вы-
полненных под руководством И. Л. Розовского [112]. Показа-
тель степени п был принят, в соответствии с формулой Велика-
нова (20.2), равным 4, а значения постоянной k's устанавлива-
лись по измеренным расходам наносов. Они получились: на 
подъеме паводка 15- 10~5 с3/м2, на спаде 5,7- Ю - 5 с3/м2. Средняя 
крупность донных отложений р. Днепра на рассмотренном уча-
стке составляет 0,47 мм. К русловым фракциям в измеренных 
расходах наносов были отнесены частицы крупностью более 
0,1 мм. Большая разница в значениях коэффициента k' на подъ-
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еме и на спаде паводка, возможно, связана с условностью этой 
границы. Использование в качестве исходных данных объемов 
рус, 
еди 

ювых деформаций, а не измеренных расходов' наносов есть 
гютвенное средство избавиться от таких условностей. 

if2.2. Общий обзор методов расчета. Применение разностей 
аппроксимации уравнения деформации 

Расчет русловых деформаций при необходимости учитывать 
их влияние на свободную поверхность потока представляет собой 
сложную задачу, связанную с трудоемкими вычислениями. За-
дача решается путем последовательных приближений. Сначала 
деформации рассчитываются за некоторый ограниченный интер-
вал времени при фиксированном положении свободной поверх-
ности. Затем кривая свободной поверхности перестраивается 
с учетом полученных деформаций. Далее в скорости и глубины 
вводятся поправки, отвечающие изменившимся высотам свобод-
ной поверхности, и расчет деформаций делается еще раз. Обычно 
это второе приближение считается достаточным и после него пе-
реходят к следующему временному интервалу. При чаще всего 
применяемых разностных способах решения уравнения деформа-
ции временной интервал между двумя последовательными по-
строениями кривой свободной поверхности бывает разбит на ряд 
более мелких шагов. Когда расчет деформаций делается во вто-
рой: приближении, значения глубин и скоростей на границах ша-
гов определяют в предположении, что высоты свободной по-
верхности при переходе от одного ее положения к другому ме-
няются по линейному закону. 

В составе всей процедуры расчетов принципиальное значе-
ние имеет решение уравнения деформации. В дальнейшем мы 
и сосредоточим внимание на этой задаче. Свободную поверх-
ность потока будем считать фиксированной. В общем случае 
расчетов это предположение применяется на отдельных этапах 
последовательных приближений, но если деформации слабо 
влкяют на профиль свободной поверхности, оно действительно 
без ограничений по времени, или точнее, пока мы считаем по-

янным расход воды. Случаи, когда влиянием деформаций на 
бодную поверхность можно пренебрегать, не так уж редки. 

С ними мы встречаемся, когда нас удовлетворяет расчет дефор-
маций за относительно короткий промежуток времени, когда де-
формации охватывают короткий участок русла и когда дефор-
мации знакопеременные, так что сглаженная поверхность дна не 

1еняет заметно своего высотного положения. 
Решать уравнение деформации можно двумя путями. Пер-
I, более простой, состоит в том, что разностная аппроксима-

ций применяется к уравнению деформации в его общем виде, 
и выражение для расхода наносов вводится в разностное 

сто 
сво 

изм 

вы 
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уравнение. Второй путь состоит в том, что выражение расхода 
наносов вводится в дифференциальное уравнение деформации. 
Как правило, это приводит к квазилинейному дифференциальному 
уравнению в частных производных первого' порядка. Зависимой 
переменной в нем может быть высота дна Z0, средняя глубина 
Я или площадь живого сечения со. Так как уравнение относится 
к гиперболическому типу, его удобно решать методом характе-
ристик. 

Рассмотрим первый путь решения. Кроме простоты, его до-
стоинством является возможность применять любую формулу 
расхода наносов. При ручном счете последовательность опера-
ций следующая. Поток разбивается на участки конечной длины 
А/. На момент времени 4 нам известны (по натурным данным 
или из расчета за предшествующие промежутки времени) сред-
ние глубины граничных сечений. Ширины русла, а если нужно 
и крупность донных отложений, входят в состав исходных дан-
ных. Зная расход воды, находим средние скорости в граничных 
сечениях, а затем по выбранной формуле значения расхода на-
носов Qs = Bqs. Д л я определения деформации в t'-том сечении 
за- малый промежуток времени A ^ = 4 + i — 4 применяем разно-
стную запись уравнения деформации (17.5) 

«>(/,, /* + ,) = «>(/„ 4 0 + ^ l f / д ^ - 1 ' 4 ) Ы. (22.9) 

Приращение расхода наносов выражено здесь через левую 
разность его значений в граничных сечениях с учетом того, что 
расход наносов связан с площадью поперечного сечения обрат-
ной зависимостью. Средние глубины в граничных сечениях на 
момент 4+i находят, деля полученные площади на ширины се-
чений, средние высоты дна определяют, вычитая эти глубины из 
высот свободной поверхности. 

Из имеющихся предложений по способам машинного счета 
отметим разностные схемы, разработанные М. де Врисом [245] 
и Дж. Кунге, Н. Пердро [168]. 

22.3. Интегрирование способом характеристик 
однородного уравнения деформации 

Переходим ко второму пути расчета русловых деформаций. 
Расчет требует наименьшего объема вычислений, а на его точ-
ность не влияет величина шага по времени, если после подста-
новки выражения расхода наносов в дифференциальное уравне-
ние деформации оно оказывается однородным. С таким случаем 
мы встречаемся, применяя формулу расхода наносов (22.8) и все 
Другие, в которых расход наносов является функцией глубины 
и скорости потока, причем его связь с глубиной линейная. 
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Поде 

Так как при этом расход наносов по всему живому сечению 
выражается формулой 

Qs = Bqs=BHf.((J) = «>f (22.10) 

то снова удобно воспользоваться уравнением деформации (17.5). авив в него выражение расхода наносов (22.10), после эле-
м е н т а р н ы х п р е о б р а з о в а н и й п о л у ч а е м 

- Ж . г Ы / + « - £ ) - 5 г - о - ' . . <2 2 Л 1> 

Напишем эквивалентную этому уравнению систему характе-

dt 
значе 
вами 
площ 
резул 

ческих уравнении ристи 

~1н~==~ТГ' ( 2 2 Л 2 ) 

Как видно, характеристики уравнения (22.11) представляют 
собой: прямые линии на волновой плоскости (/, t). Такой вид ха-
рактеристик обусловлен однородностью уравнения (22.11) и от-
сутствием в нем переменных параметров. В силу того, что 
<2© 

О, на каждой из характеристик сохраняется постоянное 

ние площади живого сечения сог = со(/г, 0). Иными сло-
характеристики есть «графики движения» фиксированных 

адей сог-, и деформации русла могут быть представлены как 
ьтат этого движения. Угол наклона характеристик к оси t, 

С» —•> Г / + » - £ ' ) . (22.13) 

определяемый соотношением 

dt ' У 1 dco 

в ы р а к а е т скорость движения площадей. 
Порядок расчета русловых деформаций следующий. Распола-

гая распределением площадей живых сечений на начальный 
нт времени t — 0, выбираем ряд характерных сечений с пло-
ми (0i = a (U, 0), а>2 = о)(/2, 0), . . . , Wi = a(k, 0), . . . Под-

ставляя значения этих площадей в правую часть (22.13), строим 
семейство характеристик. Когда характеристики построены, взяв 

орый момент времени 4 > 0 , проводим на чертеже линию 
. Снеся точки пересечения этой линии с характеристиками 

неко' 
t = t, 
на ось I, получаем координаты площадей ю{ в момент th 
(рис. 93). После этого надо снова обратиться к начальному рас-
пределению площадей и найти в каждом из мест, куда переме-
стились площади сог, разность со (/, 0) — ш*. Деление этих раз-
ностей на ширины сечений дает приращения средних отметок 
дна и средних глубин за время 4 

z 0 { f , tk)—z0(i, о)=я(/, о)-н{1, <ft)=fl>(V()o~<B<' (22Л4> 
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Выбор момента th ограничивается лишь двумя условиями: j 
1) время tn не должно быть больше того времени, в течение ко- j 
торого расход воды считается постоянным, 2) полученные абсо- ; 
лютные приращения глубин не должны быть больше определен-
ной доли начальных: глубин (ориентировочно 0,1 Н) . Без соблю-
дения последнего условия нельзя продолжать пользоваться 
начальной кривой свободной поверхности. • j 

Так как малые площади перемещаются быстрее больших, то j 
возможны так называемые перехлесты — пересечения двух 
смежных характеристик. На рис. 93 они обозначены буквами А 
и В. Математически перехлест представляет собой разрыв ре-

t 

/А / /• / 
a), j7Ш2 

/ i / i / 

А г /щ щ5/ш? /ш7 

/ i / 4 \ / 1 / i / i / 1 / 

/ Ч 1 / 1 / 
/ / 1 / 1 / / /г 1 / 1 / 

1 / / 1 / 1 
1 / Г / 1 

А / . / 1 1 / 1 
1 / / I I / 1 

/ /1
 1 / / h t / V / 1 1 / 1 

/ / и / • . 
h 
ШхЧ) 

Рис. 93. К интегрированию уравнения де-
формации способом характеристик. 

шения уравнения, деформации, физически — образование в русле 
реки гряды или переката с отрывом потока на гребне. Движе-
ние воды здесь перестает быть плавно изменяющимся, однако 
скорость перемещения возникшего разрыва можно определить, 
используя способ применяемый в газовой динамике для опреде-
ления скорости распространения ударных волн. Не излагая вы-
вода, который в общем виде изложен в книге С. К- Годунова и 
В; С. Рябенького [22], приведем конечный результат 

С р _ а з р = (\ — 1)Ъч> • ( 2 2 . 1 5 ) 

Здесь бсо — разность площадей на двух пересекающихся ха-
рактеристиках; бQ s — разность расходов наносов по обе стороны 
разрыва. При продвижении разрыва величина б© сохраняется, 
а разность средних глубин (высота гряды или переката) ме-
няется по закону 

.<22-16) 
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(22.5) 

22.4. Интегрирование неоднородного уравнения деформации 

Если связь расхода наносов с глубиной потока нелинейная 
или отсутствует (как в формулах вида (22.7) и русло имеет пе-
ременную ширину, уравнение деформации, после подстановки 
в него выражения расхода наносов становится неоднородным. 
Занимаясь его интегрированием, мы в целях общности не бу-
дем связывать решение с какой-нибудь определенной формулой 
расхода наносов или с какой-нибудь определенной структурой 
формулы, а воспользуемся функциональным соотношением 

, условившись лишь, что рассмотренный в п. 22.3 случай 
qs~fIf {U) не ймеет места. Производная от удельного расхода 
наночов по длине потока при этом напишется 

dqs dqs Ш . dqs dH 
dl dU dl "Г дН dl ' (22.17) 

Уравнение неразрывности (22.2) позволяет исключить отсюда 
производную dU/dl, в результате чего уравнение деформации 
(22.3) принимает следующий вид: 

dZ0 j__ 1 \( U tdqs dqs\ dH ,(rrdqs \ 1 dB 1 /9910ч 
" 1 = 7 ЦТ/ )-Ш~-т~\и 1U~qs)~~B ~Ж\-dt 

dZo/d 
Если свободная поверхность потока фиксирована, то 

X 
вые 1 
ляет 

= —dH/d t и уравнение переписывается окончательно так: 
dH 1 ( и dqs dqs \ dH 
dt "г 1 — е \ Н dU дН ) dl 

1 ( ц dqs_ ^ „ \ A _ d B 

1 —• в \ dU 

Зависимой переменной в этом неоднородном квазилинейном 
уравнении является средняя глубина живого сечения Я . Ширина 
В играет роль переменного параметра. Расход воды постоянный. 
Обозначив множитель при производной дН/д1 через 61, а пра-
вую часть уравнения (22.19) через ©2, можем, следовательно, 
написать 

dB 

С 
(22.1 

в ^ в ^ И . В ) , в 2 = е ^ Я , В, (22.20) 

эставим в этих обозначениях эквивалентную уравнению 
9) систему характеристических уравнений 

dt__dl_ _dH_ (99 9^\ 
1 ©1 в2 ' (zz .z i ; 

арактеристики уравнения (22.19) представляют собой кри-
трехмерном пространстве (I, t, Я) . Система (22.21) позво-

интерпретировать одномерные русловые деформации как 
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результат перемещения отмеченных точек продольного профиля \ 
дна. Это перемещение аналогично движению невзаимодействую-
щих частиц, обладающих некоторым одним свойством или мо-
дусом, влияющим на скорость частиц и могущим меняться по 
ходу движения [57, с. 126—131]. В рассматриваемом нами про-
цессе таким модусом служит глубина Я. 

Проекции трехмерных характеристик уравнения (22.19) на 
плоскость (/, t) представляют «графики движения» отмеченных 
точек. Они тоже называются характеристиками. Наклон каса-
тельных к этим проекциям выражает скорость точек вдоль оси I 

Проекции трехмерных характеристик на плоскость (/, Я) 
определяют изменение глубины Я со временем движения отме-
ченных точек. Проекции на плоскость (/, Я) есть траектории от-
меченных точек. Соединив точки траекторий, отвечающие од-
ному и' тому же моменту времени, будем иметь на плоскости 
(/, Я) мгновенный продольный профиль дна. При выполнении 
расчетов профиль в момент времени t = 0 должен быть задан. 
Задача расчетов состоит в построении профилей для последую-
щих моментов времени U, h, . . ., tu, • • • 

Заметим, что так как русловые формы смещаются вниз по 
потоку, начальное условие Я = Я (/, 0) должно задаваться не 
только в интервале [0, LJ, для которого ищется решение, но и на 

лежащем вверх от точки / = 0 интервале ^длиной Т, 

где —средняя скорость движения русловых форм на 

участке, Г —период времени, для которого ведется расчет. Это 
замечание относится ко всем случаям применения метода ха-
рактеристик. 

(22.22) 

0 I 

tfc-hAt 

И 

Рис. 94. Построение деформированного профиля дна с помощью 
уравнения (22.23). 
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Решение системы уравнений (22.21) приходится вести мето-
дом конечных разностей. Удобна при этом следующая графо-
аналитическая процедура. Располагая продольным профилем 
дна в момент времени находим для ряда выбранных точек 
профиля векторы Аг их малых смещений за малое приращение 
времени А^ 

Аг = Д ^ + Д Я е я = ( е 1 е , + 0 2 е я ) Д ^ (22.23) 

где ег| и е я — единичные векторы осей / и Н, а значения функ^ 
ций 6 i и 02 взяты в момент времени Построив векторы Аг, 
соединяем их концы плавной кривой, что и дает профиль дна 
в момент времени h+i = h + A t (рис. 94). Затем переходим 
к следующему моменту времени. При желании увеличить точ-
ность расчетов компоненты векторов Аг следует находить путем 
итераций. 

23. Устойчивые участки подвижных русел 

23 .1 . П о н я т и е у с т о й ч и в о с т и р у с л а . У с л о в и я в р е м е н н о й 
у с т о й ч и в о с т и 

Понятие «устойчивость русла» применяется в разных кон-
текстах и поэтому должно быть дифференцировано. В этой книге 
мы уже пользовались понятиями начальной и статистической ус-
тойчивости русла. Напомним, что под первой из них понимается 
устойчивость ровного подвижного дна или прямолинейного приз-
матического канала в несвязном грунте по отношению к беско^ 
нечно малым возмущениям. Статистическая устойчивость озна-
чает неизменность во времени распределений вероятности мор-
фологических параметров протяженного участка русла. 

В практических задачах представл-я-ет -интерес третий род 
устойчивости, для которого автор предложил название времен-
ной устойчивости русла [33]. Этот термин относится к участкам 
сформировавшихся русел ограниченной длины и обозначает со-
храняемость их формы и главных поперечных размеров в тече-
ние ограниченного, но достаточно долгого времени — не менее 
нескольких годовых гидрологических циклов. Поскольку речь 
идет о главных поперечных размерах русла, флуктуации поверх-
ности дна, вызванные движением гряд, а также сезонные изме-
нена 
клад 

родо 
И 

Д у е т , 

* высоты гряд не принимаются во внимание. Отсюда не на-
ывается ограничений и на интенсивность транспорта русло-

вых наносов. В настоящем параграфе мы будем заниматься этим 
м устойчивости. 
s уравнения деформации и формул расхода наносов сле-
что необходимым условием неизменяемости русла в рамках 
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одномерной модели руслового потока служит постоянство на 
длине участка средней скорости течения: dU/dl = 0. Сложная 
морфология естественных русел и колебания стока заставляют 
в связи с этим поставить два вопроса: 1) на какой длине есте-
ственного русла средняя скорость может быть приблизительно 
постоянной; 2) может ли условие dU/dl = 0 соблюдаться неза-
висимо от высоты и фазы колебания уровней? 

Ответ на первый вопрос дает теория начальной устойчиво-
сти. Если устойчивость ровного дна в двумерной задаче нару-
шается случайными возмущениями с длинами волн порядка глу-
бины h, устойчивость пространственной конфигурации прямоли-
нейного призматического канала нарушается случайными воз-
мущениями с длинами волн порядка ширины потока В. Отсюда 
непосредственно следует, что порядок В должны иметь и длины 
участков, обладающих временной устойчивостью в сформиро-
вавшемся естественном русле. Устойчивые участки естественных 
русел это прямолинейные или слабоизогнутые плёсовые лощины 
корытообразной формы. Длины таких плёсовых лощин состав-
ляют примерно от 5 до 20 ширин русла. Если их берега незатоп-
ляемы, они могут сохранять свою форму и поперечные размеры 
в течение десятков и сотен лет. Заметим, что короткие и мелкие 
плёсовые лощины в реках с побочневым типом руслового про-
цесса, где весь подводный рельеф ползет вниз по течению, не бы-
вают устойчивыми. 

Ответом на второй вопрос мы уже располагаем. В п. 8 было 
показано, что если колебания уровней происходят достаточно 
медленно, движение воды на прямолинейных корытообразных 
участках естественных русел остается при всех наполнениях 
и независимо от фазы колебаний квазиравномерным. Напомним, 
что при квазиравномерном движении скорость потока меняется 
по его длине только в той мере, в какой изменяется расход воды. 
При обычной для равнинных рек интенсивности изменения рас-
хода воды это дает значения производной dU/dl порядка (10~6— 
10~5) с -1 . Столь малая изменяемость движения не может вызвать 
ощутимых деформаций русла. 

Таким образом, мы имеем возможность заменить общее и не-
достаточно определенное условие устойчивости dU/dl — 0 урав-
нением квазиравномерного движения (8.25), которое мы для 
ясности перепишем в виде 

дм д_ 
dQ — dQ 

Н (gBY 
дг,. • = 0 . (23.1) 

Уравнение (23.1) и принимается дальше за основное условие 
временной устойчивости подвижных русел. 

Если эталоном участков, где уравнение (23.1) выполняется, 
служит корытообразная плёсовая лощина, то примеры участков, 
где оно не выполняется и где русло интенсивно деформируется, 
дают перекаты. 
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В расчетах устойчивости русел по крайней мере одна из трех 
величин Я, Q, В бывает неизвестна. Поэтому для решения прак-
тических задач необходимо располагать численными значениями 
локальной постоянной М. В п. 8.3 указывалось, что определен-
ные п 
узких 

о натурным данным значения М варьируют в относительно 
пределах — от 0,5 (галечно-валуннное русло) до 2,0 

(торф). Уже эти общие сведения указывают на связь величины 
М с > 
тивле 
ния, 
рами 

:арактером поверхности дна, т. е. с гидравлическим сопро-
нием русла. Тот же вывод следует из простого соображе-
что вариации М могут быть обусловлены только факто-
которые не входят в зависимости квазиравномерного дви-

жений Единственным таким фактором является сопротивление 
русл г. 
равен 

В 
вать 
стица 
нистс 
в рус 
деляе 
класс 

В 

исключенное с самого начала построений в п. 8.2 в силу 
ства / = If. 
соответствии с данными п. 7 следует раздельно рассматри-
значения постоянной М в чруслах, сложенных крупными ча-
ми, где сопротивление движению потока обусловлено зер-
й шероховатостью дна (русла класса I), и ее значения 
лах, состоящих из мелких частиц, где сопротивление опре-
тся в основном грядовой макрошероховатостью (русла 
а II). 
руслах класса I величина М должна зависеть от относи-

тельной зернистой шероховатости d[H, однако ввиду локальной 
инвариантности М эта зависимость должна действовать лишь 
при переходе от одного устойчивого участка к другому, не про-
являя себя при колебаниях уровней на. отдельно взятом участке. 
Вытекающее отсюда условие локальной инвариантности й Щ мо-
жет осуществляться при очень совершенном регулировании по-
током крупности поверхностного слоя донных отложений. Прак-
тически достаточно, чтобы влияние локальных вариаций djH не 
выходило за границы точности опытного определения значений 
М< Это все же означает, что связь между М и djH должна быть 
не очень сильной. 

В руслах класса II допустимо считать, что определяющая их 
сопротивление грядовая макрошероховатость регулируется пото-
ком но некоторым универсальным законам, совсем не связанным 
с крупностью донных частиц. Так как гидравлические элементы 
потока (глубина Я и скорость U) входят в зависимости квази-
равномерного движения, то отсюда вытекает,, что постоянная 
квазиравномерного движения М должна иметь на всех устойчи-
вых цилиндрических участках этих русел приблизительно одно 
и то же значение. 

Таковы соображения, которые могут быть высказаны апри-
ори. Чтобы стать достоверными, они должны быть проверены 
опытом. 

Что касается русел, проложенных потоками в связных грун-
тах (глина, суглинки, торф), то сформулировать какие-нибудь 
общие положения о поведении в них постоянной М трудно. 
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Приходится встать здесь на путь чисто эмпирического исследо-
вания. 

Особый вопрос представляет влияние на величину М высо-
ких концентраций взвешенных наносов. Так как действие на по-
ток высоких концентраций взвешенных наносов аналогично дей-
ствию добавочной шероховатости, такое влияние нельзя заранее 
исключить. 

После этих предварительных замечаний перейдем к анализу 
опытных данных. Начнем с наиболее обширного и наиболее изу-
ченного класса подвижных русел с мелкозернистыми донными 
грунтами. 

23.2. Устойчивые участки с мелкозернистыми донными грунтами 

Вычисление опытных значений постоянной М велось при ис-
пользовании натурных данных по формуле (8.25), а при исполь-
зовании лабораторных экспериментов — по выражению 

м = = ^(gx)' / 4 (23.2) 
QLH > 

где % — смоченный периметр; R — гидравлический радиус 
сечения. 

Основным натурным материалом послужили данные измере-
ний на 35 гидрометрических створах 25 равнинных рек СССР, 
протекающих в песчаных и песчано-гравелистых грунтах 
(табл. 4) . Все выбранные створы расположены на устойчивых, 
корытообразных участках русел. По каждому створу были 
взяты за один год три измерения: при наибольшем, наименьшем 
и близком к среднему расходах воды из числа измеренных. 
Всего, таким образом, было взято 105 измерений. Крайние зна-
чения гидравлических элементов потока в этих измерениях при-
ведены в табл. 5. 

На рис. 95 представлен график функции (8.27) # = fct(/Q), 
построенный по точкам измерений. Как видно на этом рисунке, 
все точки расположились около одной прямой, т. е. для всего 
рассмотренного ряда участков мы имеем одно значение посто-
янной квазиравномерного движения 

М=0,92 ± 0,12. 
Коэффициент вариации опытных значений М составил 

0,12 : 0,92 = 0,13. Значения М по отдельным створам (средние из 
трех измерений) приведены в табл. 4. Эти средние отличаются 
от средних по всем измерениям на данном гидростворе за год не 
более чем на ± 4 % . 

Основательное исследование значений постоянной М было 
произведено по материалам гидрометрических работ на реках 
Польши М. Я. Лошем [204]. Были использованы 112 измерений 
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Таблица 4 
Устойчивые гидрометрические участки 

Р е к а Створ н ся о д « Н 

О, 

SoS 

C§i3 

Печор а Троицко-Печорск 1962 1359 35,6 0,77 Печор 
Усть-Цильма 1962 425 248 0,97 

Уса" Адьзва 1962 165 54,7 0,91 
Вычег да Федяково 1962 73 112 0.79 
Вымь Половники 1962 57 25,1 1,03 
Вага Усть-Сюма 1962 57 43,9 0,91 

Запад 

Неман 
Нерис 

Амур 

Бассейн Белого и Баренцева морей 

ная Двина 

(Вилия) 

Днепр 

Сож 
Прип 

» 
Северский Донец 
Оскол 

Волге 

Молога 
Ока 
Кама 
Белая 

Бассейн Балтийского моря 
Велиж 1962 
Даугавпилс 1962 
Друскининкай 1962 
Вильнюс 1962 

Бассейн Черного и Азовского морей 
Орша 
Вышгород 
Киев 
Славгород 
Мозырь 
Чернобыль 
Изюм 
Ниновка 

Бассейн Каспийского моря 
Старица 
Горький 
Чебоксары 
Поляна им. Фрунзе 
Устюжна 
Муром 
Сокольи Горы 
Уфа 
Бирск 

Бассейн Карского моря 

724 
267 
450 
165 

17,6 
64,6 
37.1 
15.2 

1962 1645 18,0 1,03 
1962 903 239 0 ,73 
1956 880 328 0 .93 
1962 296 17,7 0,89 
1962 192 97,2 1,05 
1962 32 106 0,94 
1962 595 22,6 1.03 
1962 309 6 , 3 0,78 

1962 3344 21,1 0,95 
1962 2361 234 0,79 
1953 2072 604 0.94 
1955 1481 1210 0.94 
1955 70 19,4 1,02 
1962 211 188 0,89 
1951 204 504 0,96 
1962 478 100 0,88 
1962 272 121 1,01 

Обь Колпашево 1962 2400 481 1,09 
Томь Томск 1953 68 57,3 0,78 
Чулы м Тегульдет 1962 598 59,2 0,91 

Ирты 
Коммунарка 1962 131 131 0,87 

Ирты н Тобольск 1962 637 969 1,06 
Таги J Трошкова 1962 80 7 , 9 0 ,79 
Таз Таз 1962 357 89,1 0,76 

Бассейн Тихого океана 

Комсомольск-на-Амуре 1957 I 583 I 1720 0,96 
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Таблица 5 

Крайние значения гидравлических элементов 
на 35 гидрометрических участках 

Q м3/с U м / с В м . И м 

Максимум 34 500 1,87 1540 15,8 
Минимум 7 ,4 0,29 48,6 0,51 

на 28 гидростворах И рек: Вислы, Сана, Буга, Нарева и Вепша 
с притоками. Среднее значение М по всем измерениям оказалось 
равным 1,13. При исключении измерений на 13 гидростворах, за-

Рис. 95. Универсальность постоянной М в руслах с мелкозерни-
стыми грунтами. Измерения на 35 створах 25 равнинных рек 

СССР. 

мыкающих бассейны площадью менее 5000 км2 (многие из рек 
с такими бассейнами протекают в торфяниках), среднее значе-
ние М получилось равным 0,92, что совпадает с нашим резуль-
татом. В статье Лоша приведены также графики для двух гид-
ростворов на р. Вепш, иллюстрирующие локальную инвариант-
ность М. Еще одно независимое свидетельство стабильности 
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ний М в руслах с мелкозернистыми грунтами дают резуль-
довольно давнего исследования Ю. В. Чернова [144]. 0 6 -

тав методом анализа размерностей данные по нескольким 
эстворам на устойчивых участках рек бассейна Каспийского 

моря (40 измеренных расходов воды), Чернов получил эмпири-
ческую формулу средней скорости 

знач 
таты 
рабо 
гидр 

в зз 
чисе, 
течения 

U = k V j f ^ 5 с Я 0 ' 2 5 , (23.3) 

где k ~ l . По данным таблицы, приведенной в статье Чернова, 
устанавливается, что среднее значение отношения к м а к с / Н - в ис-
пользованном ряду измерений равно 1,57. Введя это значение 
в формулу (23.3), получаем 

£ 7 = 1 , 4 ] / - § - / / , (23.4) 

т. е .Формулу (8.29) при М = 0,85. 
Перейдем к лабораторным экспериментам. Мы располагаем 

в настоящее время четырьмя циклами экспериментов, в которых 
исследовалось транзитное движение донных наносов в условиях 
развитого взаимодействия между потоком и руслом, т. е. при 
волнообразной поверхности дна. При этом рельефе дна призна-
ком транзитного движения наносов служит неизменяемость ста-
тистических параметров донных волн во времени и по длине 
потоха. Необходимое условие транзита наносов состоит в равно-
мерном движении потока. Четыре цикла экспериментов, о кото-
рых идет речь, это опыты Е. М. Лореена [199], Н. П. Гая, 
Б. В Саймонса и Е. В. Ричардсона [186], В. А. Ванони и Ли-сан 
Фана [243], С. П. Гарга, А. К- Агравала и П. Р. Синга [182]. 
Наиболее крупным был второй из этих циклов, проведенный 
в лотке шириной 2,44 м в Колорадском университете США. 

8 опытах этого цикла был обследован широкий диапазон 
Ji Фруда, охватывающий как спокойные, так и бурные 

Так как исходная концепция временной устойчивости под-
вижных русел имеет в виду спокойные течения с развитым дви-
женк 
чени 
воря 
с помощью двух следующих неравенств: 

ем донных волн, то для получения репрезентативных зна-
л постоянной М необходимо было отобрать опыты, удовлет-
ощие этим условиям. Их наличие устанавливалось 

F r * s - g - < 0 , 2 , (23.5) 

- ^ > 0 , 0 5 . (23.6) 

Первое неравенство приближенно определяет область значе-
ний чисел Фруда, которые встречаются у равнинных речных 
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потоков с песчаными и песчано-гравелистыми донными отложе-
ниями. В лабораторных лотках при Fi\r > 0,2 наблюдается смыв 
донных гряд. Второе неравенство приближенно определяет об-
ласть значений высоты донных волн, в которой рельеф подвиж-
ного дна можно считать полностью развитым. Волны с высотой 
hr<0,05R встречаются только в начальной стадии формирования 
волнообразного рельефа дна при скоростях, лишь немного пре-
восходящих неразмывающую. Использовать неравенство (23.6) 
в четвертом цикле экспериментов оказалось невозможно, так как 
статья Гарга, Агравала и Синга не содержит сведений о рельефе 
дна. Поэтому данные четвертого цикла экспериментов будут рас-
смотрены отдельно от данных трех первых циклов. Из общей 
совокупности 386 опытов, принадлежащих к трем первым цик-
лам, условиям (23.5), (23.6) удовлетворяет 131 опыт. Они и были 
использованы в дальнейшем анализе. Отобранные опыты охва-
тывают практически весь диапазон крупности песчаных частиц—• 
от 0,1 до 0,93 мм. В одной из серий опытов Колорадского уни-
верситета был применен почти однородный песок. В другой се-
рии было исследовано поведение искусственно приготовленной 
очень неоднородной смеси частиц. Во всех остальных опытах 
гранулометрический состав был естественным. На рис. 96 пред-
ставлен график функции (23.2) в осях R, Iq = Qi/2/ (gxY1', постро-
енный по опытным точкам. Простого сравнения рис. 96 с рис. 95 
достаточно для того, чтобы убедиться в практической тождест-
венности результатов измерений в лабораторных лотках и в ре-
ках. Среднее (по 131 опыту) значение М = 0,91 ±0 ,12 , т. е. оно 
практически такое же, как по гидрометрическим,данным. 

В опытах, результаты которых показаны на рис. 96, величина 
относительной зернистой шероховатости dao/R менялась от 
0,00033 до 0,00530, а объемная концентрация взвешенных нано-
сов 5 •— от 0 до 0,025. В указанных широких диапазонах изме-
нения dse/R и 5 нельзя заметить какое-нибудь влияние этих вели-
чин на постоянную М. Никак не сказывается на значениях М 
и степень неоднородности грунта. 

Е. Лорсен, помимо опытов с транспортом песчаных частиц 
крупностью 0,1 мм, выполнил серию опытов с очень мелкими ча-
стицами пылеватой фракции (dso = 0,04 мм) . Эти наносы легко 
переходили во взвешенное состояние, создавая объемные кон-
центрации до 0,0377. В опытах с этими частицами было обнару-
жено снижение значений постоянной М с ростом концентрации, 
но столь медленное, что для уменьшения М с 0,9 до 0,8, т. е. 
в пределах ее случайных вариаций, надо довести концентрацию 
до 550 Н/м3 . У естественных потоков такая огромная концент-
рация может встретиться лишь в исключительных случаях. Ос-
новываясь на совокупности данных Колорадского университета 
и Ванони, следует, таким образом, считать, что величина М на 
устойчивых участках равнинных рек не зависит от концентрации 
взвешенных наносов. 
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(Эпыты в Колорадском университете указывают на другой 
фактор, влияние которого на величину М. должно быть отмечено. 
Согласно этим опытам, значения М при рифельном дне в сред-
нем выше, чем при грядовом. По 43 опытам с рифелями среднее 
значение М = 0,98, а по 57 опытам с грядами М = 0,85. Если 
исключить опыты с грядами в диапазоне чисел Фруда 0,15—0,20, 

не х 
гряд 
мень 
чаем 
резу 
стоя 

С 
цикл 
диан 
прив 
0,60 

Рис. 96. Универсальность постоянной М в руслах с мелкозерни-
стыми грунтами. Лабораторные измерения. 

1 — о п ы т ы Л о р с е н а , d5 0 =0 , l м м ; 2—11 — о п ы т ы Г а я , С а й м о н с а и Р и ч а р д -
с о н а п р и dso'- 2 — 0,19 м м ; 3 — 0,27 м м , 4 — 0,28 м м , 5 — 0,45 мм , 6 — 0,93 мм , 
7 — 0,32 мм , 8 — 0,33 м м ( о д н о р о д н ы й п е с о к ) , 9 — 0,33 м м (очень н е о д н о р о д -
н а я с м е с ь ) , 10— 0,47 м м (при н а л и ч и и г л и н и с т о й в з в е с и ) , 11— 0,54 м м 
(то ж е ) ; 12—14 — о п ы т ы В а н о н и и Ф а н а при dtn: 12 — 0,23 мм , 13 — 0,137 м м , 

/ 4 — 0,206 м м . 

арактерном для равнинных рек, среднее значение М при 
эвом дне возрастает до 0,87, оставаясь все же на 11% 
ше значения М при рифельном. Так как в реках мы встре-
ся всегда с движением гряд, то практического значения эти 
чьтаты не имеют, но они подтверждают чувствительность по-
лной М к характеру поверхности дна. 
пыты Гарга, Агравала и Синга, составляющие четвертый 
исследований, велись в лотке шириной 1,22 м с песками ме-

ной крупностью 0,29, 0,49 и 0,53 мм. В статье этих авторов 
едены также данные опытов Синга с песком крупностью 
мм. Всего насчитывается 82 опыта, из них к области чисел 
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Фруда FrH<0,2 относятся 52. Среднее значение М по этим 
52 опытам составляет 0,965 

Для полноты картины приведем в заключение полные дан-
ные трех опытов М. Крикмора [167], выполненных с целью изу-
чить влияние ширины лотка на характер донных волн (табл. 6). 
Медианная крупность песка составляла 0,6 мм. Значения М для 
всех трех опытов близки к 0,9. 

Таблица. 6 

Данные опытов М. Крикмора 

В м Q м8/с г м R м 
Ql/2 

<«)1 / 4 

м 
и2 

gR 
М 

1 ,52 0,118 1,89 0,147 0,165 0,127 0,89 
0,92 0,078 1,29 0,134 0,147 0.153 0,91 
0,46 0,040 0 ,83 0,103 0,119 0,218 0,87 

Средн. 0 ,89 

Заканчивая на этом рассмотрение опытных данных, можно 
видеть, что все они с редким согласием подтверждают универ-
сальность постоянной М в классе устойчивых участков с мелко-
зернистыми грунтами и дают ей одно и то же численное значе-
ние 0,9. Это значение М служит важным дополнением к усло-
вию устойчивости (23.1). Учтя случайные вариации опытных 
значений М и приняв с округлением их среднее квадратичное 
отклонение равным 0,15, сформулируем полное условие времен-
ной устойчивости русел с мелкозернистыми грунтами следующим 
образом: устойчивы те участки русел, где величина М не изме-
няет своего значения при колебаниях расхода воды, причем это 
значение лежит в интервале 

0,75 < М < 1 , 0 5 . (23.7) 

Значения М, большие 1,05 и меньшие 0,75, образуют две об-
ласти неустойчивости. К первой из них, где значения М велики, 
относятся участки с недостаточной транспортирующей способ-
ностью потока. Здесь возможно заиление русла. Ко второй, где 
значения М малы, относятся участки с повышенной транспорти-
рующей способностью потока. Здесь возможна эрозия дна. 

Подставив значение М = 0,9 в формулу (8.26), будем иметь 

- J = 0 , 7 F r , (23.8) 

или относительная глубина устойчивых участков рек с мелкозер-
нистыми донными грунтами прямо пропорциональна кинетично-

1 График функции (23.2) по опытам Гарга и др. приведен в книге [33]. 

274. 



сти п отока. Как эмпирический факт, это было отмечено С. Т. Ал-
тунийым [3], в классификации рек которого они расположены 
в порядке возрастания ширины и убывания числа Фруда. 

з формулы (23.8) следует также, что если потоки на двух 
чивых участках рек с мелкозернистыми донными грунтами 

геометрически подобны, они подобны и динамически. 
Кратко остановимся на роли, которую играет во временной 

устойчивости русла его кривизна. Устойчивые плёсовые лощины 
не всегда прямые. Поэтому важно знать, каково то предельное 
значение кривизны русла, до достижения которого допустимо 
пользоваться в качестве признака устойчивости неравенствами 
(23.7). Д л я ответа на этот вопрос была выполнена обработка 
данных по 23 участкам четырех меандрирующих рек: Верхней 
Сухоны, Десны, Верхнего Дона и Иртыша. Грунт Дна на всех 
участках песчаный. Н а каждом участке были определены при 
меженном уровне элементы потока в сечении с наибольшей глу-
биной и радиус кривизны вогнутого берега R2. Сопоставление 
значений безразмерной средней глубины сечения Я (g\S)'/4/QI/2 

со значениями относительной кривизны русла B/R2 показало, 
что связь между этими величинами практически отсутствует 

ения безразмерной средней глубины остаются в среднем 
сими к 0,9), пока относительная кривизна не превзойдет 
0,20 (радиус кривизны вогнутого берега R2 не станет 

И 
yCTOi 

(зна 
6 Л И 3 1 
0,15 
меньше 6—5 ширин русла) . Значение относительной кривизны 
0,15 а следует считать предельным при пользовании неравенст-
вами (23.7). В области больших значений кривизны £ / / ? 2 > 0 , 3 
безразмерная средняя глубина сечений быстро растет и на кру-
тых изгибах русла достигает значений 4—5. 

23.3. Устойчивые участки с крупнозернистыми грунтами 

Д л я изучения связи между значениями постоянной М и зер-
нистой шероховатостью русел с крупнозернистыми донными 
грунтами были использованы измерения расходов воды и одно-
временно взятые пробы донных отложений на шести горных 
и предгорных участках рек СССР. З а репрезентативный диаметр 
донных частиц был взят медианный диаметр dm. Значения db о, 
•полученные на разных вертикалях, осреднялись по ширине сече-
ния. Если число вертикалей было больше четырех, пробы на 
прибрежных вертикалях не принимались во внимание. Неодно-
родность грунта в галечно-валунных руслах очень велика 
и диаметр d%о отнюдь не является исчерпывающей характеристи-
кой крупности донных частиц. Это придает подсчетам ориенти-
ровочный характер. Полученная связь между значениями посто-
янной М и относительной гладкостью дна Я/с^о представлена на 
рис. 97. Кроме точек по шести створам с крупнозернистыми грун-
тами] на этот график нанесены точки, по четырем створам 
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с мелкозернистыми (песчаными и илистыми) грунтами. Совмест-
ное рассмотрение двух групп точек дает возможность определить 
границу влияния на величину М зернистой шероховатости дна. 
Основные сведения о 10 использованных створах приведены 
в табл. 7. 

Хотя опытные точки в области малой гладкости русла сильно 
разбросаны, они не только указывают на систематическое умень-
шение значений постоянной М с уменьшением гладкости, но и 

и 
1,0 

' 10° 101 102 10* 10* 10s 10s-^-
Ф7 о 2 ® J о-5 AS 4 7 V S И З х10 

Рис. 97. Связь постоянной М с относительной гладкостью русла. 
1—10— соответствуют номерам в табл . 7. 

дают возможность наметить соответствующую линию связи. Ее 
уравнение записывается в виде 

M = 0 , 1 5 1 g - ^ ^ . (23.9) 
"50 

Точке пересечения графика уравнения (23.9) с прямой М = 
= 0,9 отвечает значение H / d s o = 1000. Учтя рассеяние опытных 
точек, представляется правильным, однако, принять в качестве 
расчетной границы влияния на величину М зернистой шерохова-
тости значительно меньшее значение # М ю ~ 2 0 0 или с?5о/Я~ 
— 0,005. Лабораторные данные, приведенные в п. 23.2, согла-
суются с этими цифрами, поскольку ими не обнаруживается 
влияние зернистой шероховатости на величину М во всей обла-
сти dso/Я < 0,005. В табл. 8 приведены значения М, подсчитан-
ные по нескольким гидростворам на реках с галечно-валунными 
грунтами, относительно крупности которых нет количественных 
данных. Порядок значений М в этих створах хорошо согласуется 
с порядком значений М на рис. 97. 

Некоторые исследователи пытались строить связи постоян-
ной М в таких реках с уклоном свободной поверхности. Подоб-
ные связи имеют ограниченное значение — о н и действительны 
только для той группы объектов, из которой взяты исходные 
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Таблица 5 

Значения постоянной М на некоторых гидростворах рек 
с галечно-валунными донными грунтами 

Река Гидроствор 
Р а с с т о я -
ние от 

у с т ь я , км 

П л о щ а д ь 
водосбора, 

тыс . ЮМ2 
Год 

и з м е р е н и й 
Число 

измерений м 

Кок-Су Кук-Креу 48 3,82 1962 23 0,52 
Бия Турочак • 194 25,4 1962 25 0,50 
Енисей Кызыл 3350 112 1962 19 0,55 

Ангара 
Скит 2371 288 1962 48 0,64 

Ангара Богучаны 325 883. 1962 16 0 ,49 
Татарка 32 1060 1962 17 0 ,50 

Тиса Деловое 945 1,19 1964 28 0 ,53 

данные. Так как уклон больше зависит от скорости течения, чем 
от сопротивления русла, то универсальной связи между М и ук-
лоном нет. 

С физической точки зрения малые значения постоянной ква-
зиравномерного движения М в руслах с большой крупностью 
донных частиц отражают затрудненность в них глубинной эро-
зии. При одном и том ж е числе Фруда поток в русле, сложенном 
из гальки и валунов, всегда более мелкий, чем в песчаном русле. 
Из всех рек Советского Союза самые большие значения отноше-
ния В /Н, достигающие 700—800, имеет р. Ангара, протекаю-
щая в скальном грунте. 

24. Расчет неукрепленных каналов 

24.1. Постоянная М в каналах с мелкозернистыми грунтами 

Существующая практика проектирования неукрепленных ка-
налов основана в СССР на требовании иметь в них незаиляю-
щую скорость, а в Индии, Пакистане и Египте — на применении 
эмпирических формул, т. н. теории режима [156]. Понятие «ре-
жима» в применении к подвижным руслам совпадает с нашим 
понятием временной устойчивости. Немногочисленные каналы, 
прокладываемые в крупнозернистых грунтах, рассчитываются 
на критическое касательное напряжение или по величине нераз-
мывающей скорости. Так как значения неразмывающей скорости 
для крупных донных частиц велики, то сечения таких каналов 
не получаются чрезмерно большими. 

И метод незаиляющей скорости и метод теории режима до-
пускают в каналах грядовый транспорт влекомых наносов. 
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Вследствие общей неустойчивости системы, состоящей из турбу-
лентного потока и подвижного прямолинейного русла, каналы 
с течением времени деформируются и в них приходится вести 
дноуглубительные работы. В каналах большой, длины эти ра-
боты не могут предотвратить образование русловых мезоформ—• 
побочней и осередков,— а затем и макроформ, т. е. перекатов 
и плёсов. Канал постепенно приобретает формы естественного 
русла. Ярким примером развития в таком направлении является 
Каракумский канал [2, 110]. 

Благодаря постоянным или мало изменяющимся расходам 
воды деформации каналов протекают менее интенсивно, чем де-
формации естественных русел. Удачно запроектированные ка-
налы небольшой длины оказываются «режимными», т. е. обла-
дающими временной устойчивостью. У длинных каналов, так же 
как у естественных русел, временной устойчивостью обладают 
отдельные участки. Когда мы пользуемся выражениями «удачно» 
или «неудачно» запроектированный канал, то это значит, что ни 
метод незаиляющей скорости, ни метод теории режима не дают 
надежного общего решения задачи создания устойчивого канала. 
Слабость первого из них состоит в узкой постановке задачи (не 
допустить отложения поступающих в канал взвешенных нано-
сов) , слабость второго—-в региональном характере его эмпири-
ческих формул. 

Так как все исходные предпосылки временной устойчивости 
подвижных русел (призматическая форма, медленные колеба-
ния расходов, постоянная ширина потока) в каналах обеспечи-
ваются, то поперечные размеры устойчивых участков каналов, 
проложенных в мелкозернистых грунтах, должны удовлетворять 
неравенствам (23.7). Д л я проверки этого автором было обрабо-
тано свыше 300 измерений расходов воды на неукрепленных 
оросительных каналах Средней Азии, Закавказья , Индии и Па-
кистана. Подробный анализ этих данных содержится в книге 
[33]. Измерения показывают, что значения постоянной М на ус-

тойчивых участках каналов, действительно, большей частью ле-
ж а т в области (23.7) с тем, однако, отличием от рек, что по 
преимуществу они группируются в верхней половине этой обла-
сти, т. е. в интервале 0,9—1,05. Отдельные измерения дают зна-
чения М, достигающие 1,1—1,2. Сказанное иллюстрируется 

98 и 99, на которых представлены графики функции R •• 
= fcl (lQ) ПО измерениям на устойчивых каналах Хорезма и Се-
верной Индии. 

азличие между значениями М на устойчивых участках ка-
и рек обусловлено искусственным происхождением кана-

а именно, стремлением строителей каналов иметь возможно 
меньшие объемы выемок. При заданной пропускной способности 

канала К = —%Я5 /3 сечения с меньшими значениями отношения 
п 

%/R дают меньшие площади %R. В результате при одном и том 
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же числе Фруда отношение %/R на устойчивых участках каналов 
обычно оказывается на 30—.40% меньшим отношения %/R в плё-
совых лощинах рек. Пока верхняя граница области устойчивости 
М = 1 , 0 5 существенно не нарушается, это не ведет к неприятным 
последствиям, однако при дальнейшей погоне за малыми значе-
ниями %/R транспортирующая способность потока в канале ста-

Рис! 98. К анализу значений постоянной М на устойчивых 
каналах. 

К а н а л ы Х о р е з м а : 1 — П а л в а т , 2 — Г а з а в а т , 3 — К а й с а р С а к а , 4 — Ш а -
в а т , у ч а с т о к № 1, 5 — Ш а в а т , у ч а с т о к № 2. Д а н н ы е Е. А. З а м а р н н а 

[55]. 

новится недостаточной и канал получается заиляющимся. Заме-
тим, что дело здесь не столько в отложении поступающих в ка-
нал взвешенных наносов, количество которых всегда можно 
уменьшить с помощью отстойных сооружений, сколько в неспо-
собности потока транспортировать грунт, обрушающийся с бере-
говых откосов. Интенсивное обрушение берегов является харак-
терной особенностью деформаций каналов, построенных с ма-
лыми значениями отношения %/R. Так, например, по данным 
В. С. Алтунина и др. [2], за полтора года (с июля I960 по ян-
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варь 1962 г.) при неизменившемся расходе воды ширина по 
урезу на 210 км Каракумского канала увеличилась с 55 до 66 м 
и отношение %/R возросло с 18,6 до 23,0. Канал проходит здесь 
в мелкозернистых песках. Поток, таким образом, «не согла-
шается» с желанием проектировщиков дать ему узкое и глубо-
кое русло. 

Б; 
ниям 
лирой 
тыми 
вания 
выем 
экспд 
грани: 

Рис. 99. К анализу значений постоянной М на устойчивых 
каналах. 

К а н а л ы Северной И н д и и и П а к и с т а н а : 1 — Н и ж н и й Ч е н а б , 2 — Н и ж н и й 
Д ж е л а м , 3 — Н и ж н и й Б а р и - Д о б , 4 — Верхний Ганг . Д а н н ы е К. Смита 

[231]. 

щучи обоснованным теоретически и подтверждаясь измере-
и в обширном ряду устойчивых участков каналов, сформу-
анное в п. 23.2 условие устойчивости русел с мелкозернис-
грунтами может и должно стать основой для проектиро-
. Так как стремление иметь возможно меньшие объемы 

ок в разумных пределах оправдано, то учтя опыт успешной 
уатации каналов со значениями М, близкими к верхней 
це области устойчивости (23.7), в качестве расчетного 

мож$о рекомендовать значение М= 1,05. 
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24.2. Расчет сечений каналов 

Будем считать, что канал проектируется для пропуска по-
стоянного расхода воды и что при эксплуатации больших откло-
нений от этого расхода не ожидается. В этом случае достаточно 
обеспечить расчетное значение М при расчетном расходе воды. 

При расчетном расходе воды движение воды в канале дол-
жно быть равномерным, т. е. должно удовлетворять уравнению 
Шези—Маннинга 

(24.1) 

Исключая из системы уравнений (24.1) и (23.2) гидравличе-
ский радиус, получаем формулу смоченного периметра 

Для удобства расчетов введем обозначение 

g'l>n"i> _ 

Формула (24.2) получит при этом компактный вид 

(24.3) 

Значения размерного коэффициента а при М, равном 1,05 
и 0,9, приведены в табл. 9. 

Таблица 9 

Значения коэффициента а в формуле смоченного периметра (24.3) 

п с/м'/з 0,016 0,018 0,020 0,022 0,024 0,026 0,028 0,030 

а-103 m4'/ci? при-
/И = 0 ,9 5,77 7,05 8,44 9,99 11,6 13,3 15,1 17,0 
М = 1,05 . . . . 3 , 6 9 4,51 5,40 6,37 7 ,39 8 ,49 9,64 10,9 

Решая совместно уравнения (24.1) и (23.2), получаем также 
формулу средней скорости течения в устойчивом канале 

U = M ( ± ( 2 4 . 4 ) 

Последовательность расчетов следующая. Расход воды Q 
и коэффициент шероховатости п должны быть заданы. Уклон 
дна го в общем случае надо варьировать, отыскивая решение 
с наименьшим объемом земляных работ (увеличение уклона по-
зволяет уменьшить площадь живого сечения, но ведет к увели-
чению врезки канала). Если канал проектируется для целей оро-
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шениЯ, то уклон его дна должен обеспечить также «командова-
ние» канала над местностью, т. е. возможность подачи воды из 
канала в распределительную сеть. 

Задавшись уклоном io и подсчитав по (24.3) значение смо-
ченного периметра %, подставляем его в формулу (23.2) и нахо-
дим значение гидравлического радиуса R, после чего определяем 
площадь живого сечения со = %R. Повторив расчеты при других 
значениях io, получаем ряд вариантов решения. Для каждого 
варианта определяются элементы трапецеидального сечения ка-
нала: ширина по дну bo и наполнение h. С этой целью исполь-
зуете*: система уравнений: 

m=h{bo-\-tnh), (24.5) 
(24.6) 

где т 
тывае 
емом, 
маете 

За 
могут 
трат, 
форм 
берег 
обсто 

• очень 
килом 
тельс 
мечае 
стока 
нереа 
бежно 
проек' 
ных р 
рован 
нару: 
необх 
жены 
чет с 
М ка] 

х = & 0 + 2 1 / 1 + т п 2 / г , 

— коэффициент откосов. Для каждого варианта подсчи-
тся объем выемки грунта, и вариант с наименьшим объ-
если нет каких-нибудь дополнительных условий, прини-

я за окончательный. 
проектированные этим способом каналы небольшой длины 

поддерживаться в проектном состоянии без больших за-
Постоянно действующие гидродинамические факторы де-

кций в них исключены, а случайные местные деформации 
ов и дна легко могут обнаруживаться и устраняться. Иначе 
ат дело с проектируемыми в настоящее время каналами 
большого протяжения — с длинами, измеряемыми сотнями 

[етров. Надобность в таких каналах возникает при строи-
:|ве особо крупных оросительных систем, а также при на-
мых работах по межбассейновому перераспределению 
. Поддерживать такие каналы в проектном состоянии — 
льная и ненужная задача. С течением времени они неиз-

будут приобретать формы естественных русел. Задача 
тирования должна состоять в определении таких началь-
азмеров канала, при которых его последующие переформи-
ия будут идти постепенно, будут умеренными и не вызовут 
ения пропускной способности канала, Очевидно, для этого 

одимо, чтобы начальные размеры канала были прибли-
к размерам устойчивых участков естественных русел. Рас-
использованием постоянной квазиравномерного движения 
раз и предоставляет такую возможность. 

ш 

25. Сезонные деформации перекатов 

Волнистость продольного профиля дна естественных пото-
ков— чередование плёсов и перекатов по их длине — обуслов-
ливает колебательный характер продольного изменения расхода 
русловых наносов, а отсюда делает неизбежным чередование 
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участков размыва и намыва дна. При колебаниях стока изме-
няется интенсивность русловых деформаций, а очень, часто и их 
знак. Если паводки имеют более или менее правильную повтор-
ность, как, например, на реках со снеговым и ледниковым пита-
нием, то в каждом фиксированном створе наблюдаются цикли-
ческие сезонные и многолетние колебания высоты дна. Наиболь-
шего размаха они достигают на перекатах. 

В течение долгого времени сведения о сезонных колебаниях 
высоты дна на перекатах сводились к данным промеров, выпол-
няемых работниками судоходной обстановки. Недостаток этих 
данных состоит в том, что они обычно охватывают лишь вторую 
половину спада паводка и межень и остается неосвещенным 
самый важный период пика паводка. Тем не менее, используя 
эти данные, В. А. Макаров" еще в 1893 г. в докладе на II съезде 
русских гидротехников ясно сформулировал основную законо-
мерность следования колебаний высоты дна на перекатах за ко-
лебаниями уровней. В 1929—1934 гг. Калачевская гидрологиче-
ская станция произвела серию повторных промеров с охва-
том всего навигационного периода на нескольких перекатах 
р. Дон. Результаты этих промеров были проанализированы 
Г. И. Шамовым [147]. Небольшое число объектов, расположен-
ных на коротком участке одной реки, ограничило анализ Ша-
мова. 

В 1970—1972 гг. Л И В Т совместно с бассейновыми управле-
ниями пути М Р Ф выполнил большой цикл исследований на 
13 интенсивно деформирующихся . перекатах рек Волги, Оки, 
Вятки, Ветлуги, Б. Северной Двины и Оби. Эти исследования 
позволили проверить имевшиеся теоретические представления 
о деформациях перекатов и в значительной степени прояснили 
их картину. 

Исследования показали, что необходимо различать два вида 
перекатов: перекаты, расположенные в уширениях русла, и пе-
рекаты, расположенные между параллельными берегами. По-
следний случай типичен для рек с побочневым типом руслового 
процесса. Перекаты первого вида образуют более многочис-
ленную группу и именно они отличаются большими колеба-
ниями высоты своих гребней. На перекатах второго вида коле-
бания высоты гребней незначительны, деформации идут на их 
скатах. 

Рассмотрим перекаты на уширенных участках русла. Пер-
вое и верное указание на причины их сезонных деформаций 
было сделано В. М. Лохтиным [84], заметившим, что при пере-
ходе от низких уровней к высоким или обратно разность скорос-
тей на гребне переката и в вышележащей плёсовой лощине 
меняет, свой знак. К. И. Россинский и И. А. Кузьмин [116] до-
полнили объяснение Лохтина, указав, что такой характер изме-
нения скоростей обусловлен различием формы поперечных сече-
ний в плёсе и на перекате. 
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Этим рассуждениям легко придать аналитический вид. Со-
ставим выражение для производной от средней скорости течения 
U по уровню воды г' 

(25.1) dz' <й \ dz' ш dz' j v . ' 

и разделим обе части полученного равенства на U. Приняв во 

внимание, ч т о — — у — В , будем иметь 
dz 

1 dU 1 dQ 1 
U dz' Q dz' H 

(25.2) 

и d3 При одном и том же расходе воды производная • на пе-
dz 

рекате и в смежной плёсовой лощине имеет приблизительно 
одинаковые значения. Вследствие этого величина правой части 
(25.2) практически зависит только от средней глубины Я . Но 
средняя глубина на перекате всегда меньше средней глубины 
в плёсе. Отсюда вытекает неравенство 

Это неравенство свидетельствует, что при том наполнении 
русла, при котором скорости в плёсе и на перекате одинаковы, 
производная dU/dz' в плёсе больше производной dU/dz' на пе-
рекате. Или, иными словами, кривые зависимости средней ско-
рости от уровня U = U (z') на перекате и в вышележащей плёсо-
вой лощине пересекаются таким образом, что при высоких уров-
нях скорость в плёсе становится больше скорости на перекате, 
а при низких — меньше. 

Полученный результат отлично подтверждается натурными 
наблюдениями. Все они дают картину, в обобщенном виде пред-
ставленную на рис. 100. При высоких уровнях, когда побочни 
затоплены и ширина сечений на перекате гораздо больше ши-
рины плёсовой лощины, на напорном скате переката dU/dl<0 

намывается. При низких уровнях, когда побочни сухие 
йрина потока на перекате примерно такая же, как в плёсо-
лощине, на напорном скате dU/dl>0 и он размывается. 

Большие расходы наносов при высоких уровнях обеспечивают 
высокую интенсивность намыва. Н а перекатах, расположенных 
в уширениях русла средних и больших рек ETC, за две-три не-
деле: стояния высоких уровней успевает отложиться слой нано-
сов толщиной в 1—2 м (рис. 101). Меженному потоку для смыва 
этих наносов требуется вся остальная часть навигационного 
периода. 

Так как намыв и размыв испытывают гребень и напорный 
скат переката, то смещения переката вниз по потоку не проис-
ходит. Перекаты в уширениях русла практически неподвижны. 

и он 
и ш 
вой 
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В ходе деформаций кривая U = U(z') переката меняет свое 
положение. Поэтому меняется и высота точки ее пересечения 

Рис.- 100. Сезонные деформации переката 
в уширении русла. 

а — п л а н п е р е к а т а , б — к р и в ы е с в я з и U=U(z'), 
в — г р а ф и к и к о л е б а н и я у р о в н е й и в ы с о т ы д н а . 

с кривой U —U (z') в плёсе (последняя смещается мало). В ходе 
намыва переката точка пересечения сдвигается вверх, в ходе 

500 1000 Ъм 

1 V 

Рис. 101. Продольные профили дна по линии наибольших глубин на В. Желнин-
ском перекате р. Оки. 

/ — 2 7 / I V 1970 г., у р о в е н ь 11,00 м; 2 — 7/V 1970 г., у р о в е н ь 10,30 м. 

размыва — вниз. Поэтому намыв перекатов начинается при более 
низком уровне (на подъеме), чем размыв (на спаде). На боль-
ших реках ETC разность этих уровней может достигать 2—3 м. 
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между 
дефор 

Мы уже указывали, что безразмерная глубина #(g5j' / 4 /Q1 / 2 

на перекатах не является постоянной. Согласно наблюдениям, 
ее изменением с высотой уровня и размахом высотных 

маций имеется прямая пропорциональность. 
Картина на перекатах второго вида (в руслах с параллель-

ными берегами) значительно проще. Ширина потока в таких 
руслах меняется при колебаниях уровней на перекатах и в плё-
сах одинаково. Поэтому продольная изменяемость скоростей, 
а значит, и расхода наносов полностью определяется измене-
нием глубин. Напорные скаты перекатов подвержены здесь 
размыву при всех уровнях, с той лишь разницей, что при высо-
ких уровнях размыв идет интенсивно, а при низких слабо. Смы-
ваемые с напорного ската наносы откладываются на тыловом 

20001м 

Рис. 102. Продольные профили дна по линии наибольших глу-
бин на 2-м Соловьевском перекате р. Вятки. 

7 — 25/IV 1972 г., у р о в е н ь 5,47 м; 2 — 5/V 1972 г., у р о в е н ь 5,77 м. 

скате, создавая эффект смещения перекатного вала вниз по те-
чению (рис. 102). В отличие от перекатов в уширениях, пере-
каты между параллельными берегами представляют собой под-
вижные образования. В фиксированном створе смещение 
перекатов вниз по потоку создает многолетние колебания вы-
соты дна. 

Во Введении мы бегло отмечали роль, которую перекаты 
в качестве складов наносов играют в обеспечении статистиче-
ской стабильности подвижных русел. Располагаясь вдоль реки 
в почти периодическом порядке, они аккумулируют наносы в пе-
риод, когда поток несет их в наибольшем количестве и либо 
медленно сбрасывают накопленный материал во время стояния 
низких уровней, как это делают перекаты в уширениях, либо 
пользуются этим материалом для своего собственного переме-
щения, как поступают перекаты в руслах с побочневым типом 
процесса. В результате этой отлично организованной работы 
перекаты предотвращают развитие беспорядочных деформаций 
и оказывают сглаживающее влияние на колебания стока русло-
вых наносов. 

Располагая скромными опытными данными, но имея высокую 
наблюдательность, эту картину ясно описал еще В. М. Лохтин 
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в р а б о т е [84]. П р и в е д е м его с л о в а ( Л о х т и н з д е с ь и м е е т в в и д у 
н а и б о л е е р а с п р о с т р а н е н н ы й с л у ч а й п е р е к а т о в в у ш и р е н и я х 
р у с л а ; п о д в и ж н ы е п е р е к а т ы в р у с л а х п о б о ч н е в о г о т и п а не по-
п а л и в п о л е его з р е н и я ) : « П о с т о я н с т в о р а с п о л о ж е н и я п е р е к а т о в , , 
и з д а в н а и н е и з м е н н о о с т а ю щ и х с я на о д н и х и т е х ж е м е с т а х , 
р е з к о е д е л е н и е р у с л а на п л ё с ы и п е р е к а т ы , с т у п е н ч а т ы й в и д 
п р о д о л ь н о г о п р о ф и л я р е к и и п е р е м е щ е н и е у с и л е н н ы х у к л о н о в 
с п е р е к а т о в н а п л ё с ы п р и п р и б ы л и в о д ы и о б р а т н о п р и у б ы л и — 
вот т е ч е р т ы , к о т о р ы е х а р а к т е р и з у ю т у с т о й ч и в ы е р е к и и кото-
р ы е с о с т а в л я ю т н е о б х о д и м о е у с л о в и е в о з м о ж н о с т и н е и з м е н н о г о 
с у щ е с т в о в а н и я э т и х р е к в д о с т и г н у т о м и м и в т е ч е н и е м н о г и х ве-
к о в у р а в н о в е ш е н н о м с о с т о я н и и » . 

П л ё с и п е р е к а т — - а н т и п о д ы по своей м о р ф о л о г и и , г и д р а в -
л и к е и р е ж и м у т р а н с п о р т а н а н о с о в . В м е с т е они о б р а з у ю т н е р а з -
р ы в н о е ц е л о е — структурное звено подвижного русла. 



Приложение 

Краткие сведения по математической теории поля 
и тензорному исчислению 

1. Определение поля. Виды величин и полей 

Совокупность значений компонент физической величины, 
определенных во всех точках некоторой области пространства, 
называется полем этой величины. 

Различные величины классифицируются по числу компонент 
и законам преобразования компонент при преобразовании си-
стемы координат. Дальше рассматриваются только системы пря-
молинейных, прямоугольных декартовых координат в трехмер-
ном евклидовом пространстве. 

Скаляры (тензоры нулевого ранга) имеют одну компоненту, 
которая не изменяется при преобразовании координат. Векторы 
(тензоры первого ранга) имеют три компоненты, преобразую-
щиеся при повороте системы координат вокруг неподвижного 
начала, по закону 

а! = 2 « у a ] t I, j= 1, 2, 3, (1) 
j 

где &' — компоненты вектора а в «новой» и ctj — в «старой» си-
стемах координат; a ^ - s c o s (х ' , Xj) — направляющие косинусы 
новых осей. Тензоры второго ранга имеют девять компонент. За-
кон их преобразования будет указан дальше. 

В 

а(хи 

соответствии с таким делением величин, различаются сле-
дующие (стационарные) поля: скалярное U (х±, Хъ, хз), векторное 

хг, Хз) и тензорное Т (xi, Хг, Хз). 

2. Скалярное поле 

стественный способ изобразить скалярное поле состоит 
в том, чтобы провести в поле поверхности, на каждой из кото-
рых скаляр U имеет определенное постоянное значение: 
U (xi, Х2,.хз) = Си С 2, Сз, . . . Такие поверхности называются 

потенциальными. 
1 

экви 
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Направление и абсолютная величина наибольшей скорости 
изменения поля в окрестности данной точки пространства выра-
жаются вектором градиента поля 

grad (2) 

где п — единичный вектор нормали к эквипотенциальной по-
верхности в этой точке. Вектор п, а с ним и вектор g r a d f / на-
правлены в сторону возрастания U. Компоненты вектора grad U 
по осям координат имеют вид 

g r a d i f / = - ^ - . (3) 

Скаляр U называется потенциалом векторного поля g r a d t / , 
а поле вектора g rad U (любого вектора, компоненты которого 
равны правым частям уравнений (3)) называется потенци-
альным. 

3. Векторное поле и его дивергенция 

Естественный способ изобразить поле вектора а состоит 
в том, чтобы провести векторные линии поля. По определению 
векторной линии, касательная к ней в любой ее точке коллине-
арна вектору поля в этой точке. Уравнения векторных линий 

d.X\ dx 2 dx з / л\ 
~аГ й2 Й3 ' 

выражают это условие в аналитическом виде. Совокупность 
векторных линий, проходящих через все точки замкнутого кон-
тура, образует векторную трубку. 

Если провести в поле вектора а произвольную поверхность 
5 и выбрать на этой поверхности положительное направление 
нормали, интеграл по поверхности S 

j (а • n)dS=^andS (5) 
S S 

будет выражать поток векторного поля а через поверхность 5 . 
Если поверхность 5 замкнутая, то положительным считается 
направление внешней нормали. При этом поток поля, выходя-
щий из замкнутой поверхности, будет иметь знак плюс, а по-
ток, входящий внутрь,— знак минус. Полный поток поля через 
замкнутую поверхность равен алгебраической сумме выходя-
щего и входящего потоков. Это значит, что полный поток поля 
через замкнутую поверхность выражает приращение потока 
поля внутри этой поверхности. Разделив полный поток вектор-
ного поля через замкнутую поверхность 5 на объем V, ограни-
ченный этой поверхностью, получим удельный поток поля•— 
среднее по объему V приращение потока поля в единице объема. 
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Если объем V односвязный и поле вектора а вместе со своими 
производными первого порядка по координатам непрерывно, то 
при стягивании поверхности 5 к некоторой точке объема V 
удельный поток поля будет стремиться к конечному пределу. 
Этот предел называется дивергенцией (расходимостью) вектор-
ного роля а 

div а = l i m • n)dS. (6) 

Дивергенция векторного поля в данной точке пространства 
измеряет отнесенное к единице объема приращение потока поля 
в бесконечно малой окрестности точки. Выражение дивергенции 
черег компоненты векторного поля имеет вид 

з 
d i v a — = (7) d i v a — дх, + дх2 + дх3 - Z dxi • W 

Векторное поле, в котором, за исключением может быть ко-
нечного числа особых точек, div а = 0, называется соленоидаль-
ным. 
или 

С 
поля 
генц 

прот 

19 

Векторные линии соленоидального поля или замкнутые, 
начинаются и оканчиваются на границах поля. Особая 

точка соленоидального поля, в которой d iva = oo, называется 
источником, особая точка, в которой d iva = —оо, называется 
стоком. 

огласно теореме Гаусса—Остроградского, поток векторного 
через замкнутую поверхность 5 равен интегралу от дивер-

ш поля по объему V, ограниченному этой поверхностью 

(а . n ) d S = j d i v a f l n / . (8) 

4. Ротация векторного поля 

Линейным интегралом вектора а по пространственной кри-
вой L называется величина 

f (а • <s)dL = \aadL, (9) 
L L 

где .и — единичный вектор касательной к кривой L. Положи-
тельным считается направление касательной, совпадающее 
с принятым направлением обхода кривой. Если кривая L замк-
нутая, взятый по ней линейный интеграл Г называется цирку-
ляцией поля а по кривой L 

Г = д ) ( а • a)dL. (10) 
L 

Г|[ри правой системе координат замкнутые контуры обходятся 
ив часовой стрелки. Если замкнутый контур L плоский, 
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удобно ввести удельную циркуляцию векторного поля — частное 
от деления циркуляции по контуру L на площадь А, ограничен-
ную контуром 

Т = 4 - (И) 

Считая площадь А односвязной, стянем контур L к некото-
рой внутренней точке М0. Если векторное поле а вместе со 
своими производными первого порядка по координатам непре-
рывно, величина удельной циркуляции будет при этом стре-
миться к конечному пределу 

т (M0) = lim 4 - <f> (а • a) dL. (12) 
л >о Л i 

Вращая плоскость контура L вокруг точки Мй, мы обнару-
жим, что циркуляция Г меняется с изменением положения кон-
тура, т. е. с изменением направления единичного вектора нор-
мали п к плоскости контура. Вместе с циркуляцией меняется 
в точке М0 полученная путем предельного перехода (12) вели-
чина -у и при некотором определенном направлении вектора 
п = п0 она проходит через максимум 

т(-<4ь п о ) = Т м а к с - (13) 
Вектор 

rota = -fMaKCn0 (14) 

называется ротацией (вращением) векторного поля а в точке 
Мо. Если поле а есть поле скоростей жидкости, вектор rot а ра-
вен удвоенному вектору угловой скорости вращения ее беско-
нечно малого объема. Компоненты вектора rota выражаются 
через компоненты исходного векторного поля а следующим 
образом: 

Лаг да2 , да, да3 

™ t i a = r o t 2 a — - щ — ' 

, да2 да> 
(15) 

Векторные линии поля вектора ротации называются вихре-
выми линиями. Совокупность вихревых линий, проходящих через 
все точки замкнутого контура, называется вихревой трубкой. 
Подставив в выражение дивергенции {7) в качестве величин аг 
компоненты вектора ротации по (15), находим 

div rot а = 0, (16) 

т. е. поле вектора ротации соленоидальное. Вихревые линии не 
могут обрываться внутри поля. 

Согласно теореме Стокса, циркуляция векторного поля а по 
замкнутому, нигде себя не пересекающему контуру L равна по-
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току вектора ротации поля через произвольную поверхность S, 
натянутую на этот контур 

(j) (а • tf) dZ, = J (rot а • n) dS. (17) 
L S 

Поток вектора ротации через поперечное сечение вихревой 
трубки называется ее интенсивностью. Вследствие соленоидаль-
НОСТЕ: поля rot а интенсивность вихревой трубки по ее длине по-
стоянна. Из теоремы Стокса тут же вытекает, что циркуляция 
вектора а по всем замкнутым контурам, охватывающим данную 
вихревую трубку, одна и та же. Устремив площадь поперечного 
сечения вихревой трубки к нулю, получим вихревую нить с ин-
тенсивностью Г = rot a dS. 

5. Потенциальные векторные поля 

Наиболее изученный класс векторных полей представляют 
потенциальные поля. Подставив выражения компонент потен-
циал] 
(15), 

.ного вектора (3) в формулы компонент вектора ротации 
находим 

rot grad £ 7 = 0 . (18) 

Вёкторные поля, удовлетворяющие условию rot а = 0, назы-
ваются безвихревыми. Из равенства (#18) следует, что всякое 
потенциальное векторное поле является безвихревым. Можно 
доказать справедливость и обратного утверждения. Безвихревое 
поле может содержать особенности: отдельные вихревые точки, 
линии или поверхности, на которых rot а ф 0. 

Выражение для дивергенции потенциального векторного поля 
имее^ вид 

,. . г г d2U , д2и , дЩ /1П. div grad £ / . (19) 

д2 

Дифференциальный оператор ^ называется операто-
ох . 

г г 
ром Лапласа и обозначается Д. 

Таким образом, равенство (19) можно написать в виде 
div grad U — AU. Если потенциальное поле соленоидальное, то 
имеем 

Д U = 0. . (20) 

Дифференциальное уравнение (20) называется уравнением 
Лапласа. Функция U (потенциал векторного поля grad U), яв-
ляющаяся решением уравнения (20), называется гармонической. 
Так как уравнение- (20) линейное, потенциальные поля можно 
векторно складывать. 
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Во многих задачах гидродинамики, электростатики и термо-
динамики приходится оперировать с плоскими потенциальными, 
полями, удовлетворяющими двумерному уравнению Лапласа. 
Обозначив двумерный вектор градиента v, а потенциал его поля 
Ф, имеем 

д® ду 

v*=-dT> ( 2 1 ) 

* * - (22) 
дх2 1 ду2 

Так как поле вектора v(x, у) соленоидальное, то из уравне-
ния векторных линий на плоскости 

vxdy — vydx=0 (23) 

следует существование функции i|)(x, у), полный дифференциал 
которой 

d$ = vxdy — vydx (24) 

равен на векторной линии нулю. Когда v есть вектор скорости 
жидкости, функцию г|) называют функцией тока. 

Согласно (24) 

v = Л ' ("25) 

Сравнивая выражения (21) и (25), получаем условия 
Коши—Римана 

(26) 
дх ду ' ду ox v ' 

Дифференцируя первое из равенств (26) по у, а второе по 
х и затем вычитая из первого результата второй, имеем 

. д2^ 
дх2 1 ду2 =0, (27) 

функция of) так же, как функция <р, гармоническая. Гармониче-
ские функции, удовлетворяющие условиям Коши—Римана (26), 
называются сопряженными. В теории функций комплексной пе-
ременной доказывается, что сопряженные гармонические функ-
ции образуют действительную" и мнимую части некоторой ана-
литической функции 

F{z)=<?{Xi у)+Щ{х, у). (28) 

Функция F комплексного аргумента z = x+iy называется 
комплексным потенциалом. Плоское, безвихревое, соленоидаль-
ное векторное поле полностью определяется его комплексным 
потенциалом. 
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ричес: 
моуго, 
вект 
преоб 

6. Тензоры второго ранга 
Тензором второго ранга называется физическая или геомет-

кая величина, определяемая в каждой прямолинейной, пря-
льной системе координат xi, Х2, Хз совокупностью трех 

ф о в Ti, Тг, Тз, которые при повороте системы координат 
разуются в векторы Т^, Т'2, Т^ по закону 

Т; = г, У = 1 , 2 , 3, (29) 

где a , - , -scos (х'.,' Xj) — направляющие косинусы новых осей. 
Векторы Тг являются векторными компонентами тензора Т. 
Из сравнения формул (29) с формулами (1) следует, что век-
торные компоненты тензора преобразуются таким же образом, 
как скалярные компоненты вектора. Проектируя векторы Тг на 
оси координат, получаем девять скалярных компонент тензора Т. 
Вектэрные компоненты тензора записываются в виде матрицы-
столоца 

скал 

Т,| 

Т, 
Т2 

Тз 

(30) 

ярные компоненты — в виде квадратной матрицы 

натн 
тора 
ЗуЮТ! 
щему 
два ж, 

Гп Та 

Тп Tii Т23 
Тзх ТзЧ Тзз 

( 3 1 ) 

Первый индекс (i) . отмечает направление нормали к коорди-
ой площадке, второй ( / ) — н а п р а в л е н и е компоненты век-
Тг-. Скалярные компоненты тензора второго ранга преобра-

ся при повороте системы координат по закону, повторяю-
закон преобразования компонент физического вектора 

д ы 

. У, k, 2, 3. Tij=2 2 аг № J,TU, k I 
(32) 

Поменяв местами строки и столбцы матрицы скалярных ком-

понент, получим транспонированный тензор Tij = Тц. 
Важными частными видами тензоров второго ранга являются 

симметричные тензоры, удовлетворяющие условию Tij = Tji 
и имеющие, следовательно, только шесть независимых скаляр-
ных компонент и антисимметричные тензоры, удовлетворяющие 
условию 

Т.. = 1 ч 0 . 
i ф у. 
1=3-

(33) 
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Антисимметричные тензоры имеют, таким образом, только 
три независимые компоненты. Знаки этих компонент при пере-
ходе от правой системы координат к левой, или наоборот, ме-
няются на противоположные. Это значит, что антисимметричные 
тензоры представляют собой псевдовекторы. 

Симметричный тензор б с матрицей компонент 

1 0 0 

м = 0 1 0 
0 0 1 

называется единичным тензором, или тензорной единицей. 
Тензоры второго ранга с компонентами одной и той же раз-

мерности можно складывать по правилу 

Ри]-Яи--Ти. (35) 

В соответствии с этим правилом, всякий тензор второго 
ранга можно представить в виде суммы симметричного и анти-
симметричного тензоров: 

Т и - ~ ( Т и + Т л ) + ~ ( Т и ~ Т п ) . (36) 

Перемножать можно тензоры любых рангов. Ввиду этого 
рассматривают произведения тензора на скаляр, на вектор и на 
тензор. Произведение тензора второго ранга Т на скаляр U есть 
тензор с компонентами (иТ)ц = UTij. Произведение Га тензора 
второго ранга на вектор справа представляет собой новый век-
тор b с компонентами 

= 2 Tijaj- (37) 
J 

Произведение аТ тензора второго ранга на вектор слева есть 
новый вектор с с компонентами 

с £ = 2 Тца-г (38) 
/ 

Для симметричных тензоров Та = а Т. Формулы (37) и (38) 
показывают, что тензор второго ранга служит оператором ли-
нейного преобразования одного вектора в другой. Это свойство 
тензоров часто используется для доказательства тензорной при-
роды тех или иных величин: если мы имеем в каждой системе 
координат совокупность девяти чисел, являющихся коэффициен-
тами линейного преобразования компонент одного вектора 
в компоненты другого, такая совокупность представляет тензор 
второго ранга. Преобразование компонент одного вектора в ком- -
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понеяты другого, очевидно, существенно отличается от преобра-
зования компонент одного и того же вектора при повороте си-
стемы координат. Коэффициенты последнего преобразования не 
образуют тензора. 

Различают скалярное и тензорное произведения тензоров. 
Скалярным произведением двух тензоров второго ранга Р и R 
называется число, равное сумме произведений соответственных 
компонент этих тензоров 

У 
ничн 
нент 
тензора 

P R - U h P i j R i j . (39) 
i j 

множение по этому правилу тензора второго ранга на еди-
ый тензор дает скаляр, равный сумме диагональных компо-
тензора и называемый линейным инвариантом, или следом 

втор 

Т 
скал 

на /-
Тенз 

ьт = 2 2 ьити = 2 Ти = inv, . (40) 
I j i 

Скалярное умножение тензора на самого себя дает квадра-
тичный инвариант тензора 

= = inv2. (41) 
i 

Тензорным (или внутренним) произведением двух тензоров 
эго ранга Р и R называется новый тензор второго ранга 

с компонентами 

(pR)u- PikRhj- (42) 

аким образом, компонента тензора-произведения (PR)ij есть 
ярное произведение i-той векторной компоненты тензора Р 

тую векторную компоненту транспонированного тензора R. 
орное произведение не переместительно: PR ф RP. 

7. Тензорные поверхности 

Если при умножении тензора Т на вектор а получается век-
тор Ь, коллинеарный а, т. е. вектор а преобразуется только по 
модулю, то направление а называется главным направлением 
тензора Т, а ось этого направления — главной осью тензора. 
У всех симметричных тензоров второго ранга существует по 
крайней мере одна система трех взаимно перпендикулярных 
главных осей. В координатной системе главных осей все недиа-
гональные компоненты симметричного тензора равны нулю. 
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Определенные в этой системе диагональные компоненты назы-
ваются главными значениями тензора. 

Для единичного тензора и всех тензоров, получаемых из еди-
ничного путем его умножения на скалярную величину, все оси 
главные. 

Каждому симметричному тензору второго ранга можно по-
ставить в соответствие определенную поверхность второго по-
рядка 

2 2 1 г 0 . х г х у = 1 . (43) 
i j 

Эта поверхность, инвариантная относительно преобразования 
координат, называется тензорной. Если все диагональные ком-
поненты тензора положительны, тензорная поверхность пред-
ставляет эллипсоид. Главные оси тензорного эллипсоида совпа-
дают с главными осями тензора. Уравнение тензорного эллип-
соида в главных осях имеет вид 

(44) 
i 

где Хг—.главные значения тензора. Полуоси di тензорного эл-
липсоида выражаются через главные значения тензора фор-
мулой 

rf, = X71/2. (45) 

Для единичного тензора 6 и всех тензоров вида US, где U — 
скаляр, тензорный эллипсоид вырождается в сферу (di = di = 
= dz = и~'1г). Поэтому такие тензоры называются сферическими 
(шаровыми). Под сферической -частью тензора второго ранга 
понимают тензор Г® с компонентами 

Вычитая из тензора Т его сферическую часть, получаем тен-
зор с линейным инвариантом, равным нулю 

Тензоры с нулевым линейным инвариантом называются де-
виаторами. 

Таким образом, любой тензор второго ранга можно предста-
вить в виде суммы сферического тензора 7 ( s ) и девиатора Т ^ 

7 , = 7 , (S ) + 7 , l* ). (46) 
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8. Тензорное поле 

Пусть Т {хи хг, хз) — поле тензора Г и 5 — произвольная по-
верхкость, на которой выбрано положительное направление нор-
мали, Потоком тензорного поля через поверхность S называется 
интеграл 

G = [ nTdS. (47) 
5 

Поток тензорного поля — вектор. Если Т есть тензор напря-
жений, поток G поля тензора Т через поверхность 5 представ-
ляет равнодействующую поверхностных сил, распределенных по 
5. Величины п и Т в подынтегральном выражении правой части 
формулы (47) нельзя менять местами, так как в общем случае 
пТФТп. Компоненты вектора G выражаются в следующем 
виде 

Gi=\^lnJTJldS. (48) 
s i 

Дивергенция тензорного поля определяется посредством пре-
дельного перехода, аналогичного предельному переходу в фор-
муле (6) 

div r = l i m -у-ф nTdS, (49) 

где S — замкнутая поверхность, ограничивающая объем V и стя-
гивающаяся к заданной точке. Дивергенция тензорного поля, 
так же как поток тензорного поля,— вектор. Она измеряет не-
однородность тензорного поля и указывает направление вектора 
потока поля через поверхность бесконечно малой сферы, окру-
жающей данную • точку. Выражение вектора дивергенции через 
векторные компоненты тензора Т имеет вид 

= L. (50) 

В 

Компоненты вектора дивергенции записываются 

d_Tj 
дх 2дТ ц 

-ЖГ- W j 

тензорном поле действительна интегральная теорема, ана-
логичная теореме Гаусса—Остроградского, 

nTdS = \6.xv-TdV. (52) 
s v 
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9. Тензоры высших рангов 

Т е н з о р н о е и с ч и с л е н и е р а с с м а т р и в а е т т е н з о р ы п р о и з в о л ь н о г о 
п-го р а н г а , и м е ю щ и е в к а ж д о й с и с т е м е п р я м о у г о л ь н ы х д е к а р т о -
в ы х к о о р д и н а т т р е х м е р н о г о п р о с т р а н с т в а Зта к о м п о н е н т (п — по-
л о ж и т е л ь н о е ц е л о е ч и с л о ) . Ч и с л о и н д е к с о в у к о м п о н е н т т е н з о р а 
р а в н о его р а н г у . П р и п о в о р о т е с и с т е м ы к о о р д и н а т к о м п о н е н т ы 
т е н з о р а п р е о б р а з у ю т с я по з а к о н у , к о т о р ы й п о в т о р я е т д л я к а ж -
д о г о и н д е к с а з а к о н п р е о б р а з о в а н и я к о м п о н е н т в е к т о р а . П р и м е -
р о м т е н з о р а в ы с ш е г о р а н г а м о ж е т с л у ж и т ь т е н з о р 4-го р а н г а , 
у с т а н а в л и в а ю щ и й л и н е й н у ю с в я з ь м е ж д у к о м п о н е н т а м и д в у х 
т е н з о р о в в т о р о г о р а н г а . Т е н з о р 4-го р а н г а и м е е т 81 к о м п о -
ненту . -

В о б ы ч н ы х з а д а ч а х м е х а н и к и с п л о ш н о й с р е д ы д о с т а т о ч н о 
п р и м е н е н и я т е н з о р о в с р а н г о м не в ы ш е в т о р о г о . О д н а к о в не-
к о т о р ы х с п е ц и а л ь н ы х в о п р о с а х ( н а п р и м е р , в т е о р и и т у р б у л е н т -
ности) в с т р е ч а е т с я н а д о б н о с т ь п о л ь з о в а т ь с я и т е н з о р а м и выс-
ш и х р а н г о в . 
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